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Schiefe Parallelprojektion imd. axonometrisclie Frojolrtiou. 

Allgemeines. 

1. Das G-rund- und Aufrifiverfahren, das im I. Bande eine 
ausfiihrliche Behandlung erfahren imd mannigfache Anwendungen 
gefunden liât, ist bel der Darstellung rânmlicher Gebilde zumeist in 
Gebrauch. Es sind hierfiir insbesondere zwei Griinde ma[igebend; 
erstens zeichnen sich die dabei angewendeten Konstruktionen durch 
besondere Einfacbheit ans, zweitens sind die wahren MaByerhaltnisse 
von Streoken, Winkeln oder einzelnen Teilen des raumlicben Gebildes 
leicbt ans seinen beiden Eissen zii entnebmen. 

Der Darstellung eines G-ebildes durch orthogonale Projektion 
stellt sich seine Darstellung durch schiefe Parallelprojektion^) 
an die Seite. Entbehrt dièse Darstellungsweise vielfaoh jener Ein- 
facbheit der Konstruktion, die der orthogonal en Projektion eigen ist, 
so bietet sie als Ersatz dafûr ein Bild des Gegenstandes, das sich 
durch auBerordentlich groBe Anschaulichkeit àuszeichnet. In dieser 
Richtnng wird sie freihch noch von dem perspektiven Bild, dessen 
gesetzmaBige Ent-wiokelung im folgenden Kapitel behandelt wird, 
tlbertroffen; dièses gibt unseren Gesichtseindruck von dem Gegen- 
stand am vollkommensten wieder und gleicht hierin ganz dem durch 
eine photographische Aufnahme hergestellten Bilde. Bei Gegen- 
stânden von geringer riiumlicher Ausdehnung steht jedoch das durch 
schiefe Parallelprojektion erzielte Bild dem perspektiven Bild nur 
wenig an Anschaulichkeit nach; es ist indessen leichter zu entwerfen 
und gestattet eine einfachere Entnahme der MaBe des Gegenstandes 
aus seiner Zeichnung. 

Tli „„!,,• -P T) 11-1 : i-i.;„_ .:. ■ • -i. .1 i 
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lichen und technischen Apparaten, weil die Kanten dieser Objekte 
Torzugsweise nach drei zueinander senkrecliten Eichtungen (nach der 
Breite, Hôhe und Tiefe) verlaufen. Man findet sie daruin in wissen- 
schaftliclien und technischen Werken haufig ftlr die erlâuternden 
Textfiguren angewandt, und so ist sie auch im I. Bande dièses 
Bûches bereits mehrfach stillschweigend benutzt worden, uni raum- 
liche Gebilde in Ermangelung tou Modellen durch die Zeichnung 
der Anschauung naher zu bringen. 

3. Die Hauptschwierigkeit, die richtige Vorstellung von einem 
Gegenstand aus seinem Grund- und AufriB zu erlangen, besteht darin, 
da6 ftir die beiden Eisse Terschiedene Projektionsrichtungen benutzt 
werden, und daB die Ebenen der Eisse in Wirklichkeit aufeinander 
senkrecht stehen, in der Darstellung durch die Zeichnung aber zu- 
sammenfallen. Man hat es also mit zwei ganz verschiedenen Bildern 
(Projektionen) des Gegenstandes zu tun, von denen aber keines fiir 
sich allein genligt, eine richtige Vorstellung von ihm zu erweoken. 
Uni dièse zu gewinnen maB erst ein DenkprozeB stattfinden, der 
beide Eisse zu einer einzigen, Gestalt und Lage des Objekts um- 
fassenden Vorstellung kombiniert. Dieser DenkprozeB deckt sich 
jedoch keineswegs mit dem uns so geliiufigen, durch den die beiden 
Netzhautbilder eines Gegenstandes zu einer Gesamtvorstellung von 
ihm verschmelzen. Denn einerseits befinden sich die beiden Netz- 
hautbilder in einer, wie man wohl kurz sagen darf, natûrlichen rela- 
tiven Lage zueinander, was bei Grund- und AufriB durchaus nicht 
der Fall ist, und andererseits schlieBeu die projizierenden Strahlen, 
welche die beiden Netzhautbilder eines Punktes liefern, nur einen 
sehr kleinen Winkel miteinander ein. 

Bekanntlich vermittelt auch das Sehen mit einem Auge eine 
raumliche Vorstellung von den Dingen, wobei freilich die Lichtver- 
teilung und die Scharfe der einzelnen Telle des im Auge erzeugten 
Bildes eine wesentliche Eolle spielen. Gleichwohl sind Irrtiimer hier- 
bei nicht selten. Solche Irrtûmer sind jedoch ausgeschlossen, sobald 
der Gegenstand sich ûber einer . horizontalen Flache erhebt, und wir 
irgendwie in den Stand gesetzt sind die relative Lage seiner einzelnen 
Teile (Ecken, Kanten usw.) ihr gegeniiber zu beurteilen. Von diesem 
Umstande macht auch die schiefe Parallelprojektion Gebrauch 
indem sie eine Horizontalebene zu Hilfe nimmt und das raumliche 
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punkt P liegenden Punkt der Horizontalebene und zeiclanet von beiden 
die schiefe Parallelprojektion P^ und P^, so ist die Lage des Eaum- 
punktes vëllig bestimmt, wenn die Projektionsrichtung und die Lage 
der Horizontalebene gegen die Bildebene bekannt sind. Es wird 
indessen nicht notig sein zu jedem K.aumpunkt den senkrecbt darunter 
liegenden Punkt der Horizontalebene anzugeben, vielmehr wird es 
genûgen, dièses nur fiir eine Anzahl Punkte zu tun; die Lage der 
librigen geht dann aus ihren Verbiudungslinien mit diesen hervor. 
3. Die schiefe Parallelprojektion bedient sicb, wie 
schon bemerkt, nur einer einzigen Bildebene; sie mu6 aber 
neben den Bildern der Punkte und Linien im liaume auch 
die Bilder ihrer orthogonalen Projektionen auf eine Hori- 
zontalebene angeben. Doch genûgt es zumeist die Bilder der 
orthogonalen Projektionen nur fiir eine kleine Anzabl von Punkten 
und Linien zu zeiohnen. Eeicht sonach eine einzige Horizontalebene 
aus, uni ein râumliches Gebilde inittels seiner Lagebeziehung zu ihr 
in schiefer Parallelprojektion darzustellen, so ist es docli von Vorteil 
drei zueiuander rechtwinklige Achsen zugrunde zu legen und 
ibre Lage gegen das Gebilde bei der Konstruktion seiner Parallel- 
projektion zu verwerten. 

Die drei rechtwinkligen Achsen, auf die wir den abzubildenden 
Gegenstand beziehen, werden Koordinatenachsen genannt und 
mit X, y, z bezeichnet. Je zvvei bestimmen die drei zueinander senk- 
rechten Koordinatenebenen, namlich TTi = .«y, ÎTa = xz, TTg = yz, 
denen wir wie frliher beziehentlich die Namen GrundriB-, Aufrifî- 
und SeitenriBebëne beilegen werden. Der Achsenschnittpunkt heiBt 
Anfangspunkt oder Ursprung 0. Unter den Koordinaten x,y,z 
eines Punktes versteht man seine parallel zu den gleiohbenannten 
Achsen genommenen und mit bestimmten Vorzeiohen versehenen Ab- 
stande von den Xoordinatenebenen. Fiigt man, vom Ursprung 
beginnend, die Koordinaten eines Punktes in irgend einer Reihen- 
folge und in den gehorigen Richtungen aneinander, so entsteht ein 
Koordinatenzug, der in dem betreffenden Punkte selbst endigt. 
Ist nun die Parallelprojektion der drei Koordinatenachsen ge- 
geben und fur jede der MaBstab, d. h. das Verhaltnis einer auf 
ihr abgetragenen Bildstrecke zur wahren Lange dieser Strecke, be- 
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einer Eaumfigur durch die der Koordinaten ihrer Punkte 
zu bestimmen, lieiBt Axonometrie.^) 

4. Die axonometrische Projektion wird naoh Annalime 
einea festen Koordinatensystems, auf das man den abzu- 
bildenden Gegenstand bezieht, durch die Stellung der 
Bildebene zu diesem und die Eichtung der projizierendeu 
Strahlen bestimmt. Die WabI des Koordiuatensystems ist ohne 
Wirkung aiif das Bild, wenn man die Projektionsrichtung und die 
Lage des Gegenstandes "gegeniiber der Bildebene festhalt. Man wird 
das Koordinatensystem deshalb so annehmen dûrfen, dafî seine Lage 
bezûglicli des darzustellenden Gegenstandes so einfach wie nurmôglich 
ist; dann werden sein Grund-, Auf- und SeitenriB, d. b. seine ortbo- 
gonalen Projektionen auf die Koordinateuebenen, eine moglicbst 
einfache Form annebmen. 

Liegeu zwei Risse eines Gegenstandes gezeicbnet Tor, so kann 
man aus ibnen die Koordinaten seiner einzelnen Punkte direkt ab- 
greifen und sonacb sein axonometriscbes Bild, wie scbon vorher dar- 
getan, entwerfen. Hierzu ist kaum etwas weiteres binzuzufilgenj so- 
weit es sich um' eine punktweise tjbertragung des Bildes aus den 
Eissen bandelt. Aucb die Lichtgrenze, sowie ibr Schlagschatten 
kônnen ûbertragen werden, wenn sie in den Rissen gezeiohnet vor- 
liegen. Dagegen erfordern die bei dem axbnometriscben 
Bilde in Erscheinung tretenden krummliriigen Umrisse eine 
besondere Xonstruktion. Es bat das etwa in der folgenden 
Weise zu gescheben. Man zeicbne in den vorliegenden Grund- und 
AuMB des Gegenstandes die Risse eines Sehstràbls s ein, der znr 
Projektionsricbtung parallel ist, und bestimme mit ihrer Hilfe Grund- 
und AufriB des zu dieser Sehstrahlrichtung gehôrigen Unarisses^ 
worauf man aus beiden das axonometrische Bild des Umrisses durch 
Ubertragen gewinnt. 

Bei der Konstruktion des geradUnigen Umrisses Ton Zylinder 
und Kegel wird man auch leicht direkt ans Ziel gelangen, nachdem 
man das Bild der Basiskurve und das Bild einer Mantellinie des 
Zylinders oder der Spitze des Kegels gezeicbnet hat, Bei den Regel- 
fliichen (Eegelscbraubenflachen usw.) wird sich der UmriB unmittel- 
bar als Hiillkurve der Bilder seiner Erzeugenden ergeben. Bei den 
Rotations- und allgemeinen Schraubenflacben wird man jedoch die in 
Kap. VIII und X Bd. I dargelegten Verfabren zu verwenden haben, 
um zunachst Grund- und AufriB des zu der vorgeschriebenen Seh- 
strahlrichtung gehôrigen Umrisses zu zeichnen. Die daselbst durch- 
gefûlirten Methoden und Konstniktionen zur Bestimmung der Licht- 
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grenze siiid ohne weiteres Mer zur Anwendung zu bringen; es tritt 
nur an Stella des Lichtstrahles der Sehstrahl und somit an Stella 
der Lichtgrenze der zur Sehstrahkiclitung gehorige UmriB. 

5. Kann man somit das Entwerfen des axonometrisohen Bildes 
eines Gegenstandes mit Hilfe seinar Eisse als erledigt ansehen, in- 
sofern ja das punktweise Ubertragen keinerlei Schwierigkeiten bietet, 
so verandert sich die Sachlage durchans, sobald es sich um die 
konstruktive Entwickelung des Bildes ans bekannten Datan und 
Eigenscbaften des abzubildenden Gegenstandes liandelt. Gerade in 
dieser Form liegt die Aufgabe oft vor, wenn von, einem Objekt eia 
axonometrisches Bild skizziert werden soll; gewohnlich wird man 
dann nicht erst vorher seinen Grand- und AufriB zaichnen. Es 
werden desbalb im folgenden in erster Linie solche Konstruktiouen 
zu behandeln sein, die unmittelbar in der axonometrischen Pigur 
selbst vorgenommen werden. Dièse Konstruktionen gestalten sich, 
■wie wir sehen werdau, wesentlich Terschiedenjenach derLage derBild- 
ebene und der Projektionsrichtung gegeniiber den Koordinatenaclisen. 

6. Das allgemeinste axonometrische Bild erhaltman, wenn 
man die Bildebane gegen die Projektionsrichtung geneigt annimmt, 
und beide gegen das feste Koordinatensystem eina beliebige geneigte 
Lage besitzen. Will man die axonometrische Projektion in diosor 
allgemeinen Eorm anwendenj so benutzt man dabei am besten die 
vorher besprochene tJbertragung mittels Grund- und AufriB^ d. h. 
mittels der orthogonalen Projektionen auf die x î/-Ebeae und die 
arï-Ebene, da die direkten Konstruktionen in der axonometrischen 
Figur zu kompliziert werden. Man erreicht indes den Zweck, welcher 
der axonometrischen Abbildung zugrunde liegt und in der Erzielung 
eines Bildes von grôBerer Anschauliohkeit besteht, schon durch 
speziellere Annahmen liber die gegenseitige Lage von Aohsensjrstem, 
Bildebeue und Projektionsrichtung; unter ihnen wird man natlirlich 
denjanigan den Vorzug geben, welche die moglichste Einfachheit der 
Konstruktion gewahren und zugleich aine moglichst plastisohe Wirkung 
des Bildes erzielen. Es ist dashalb bai ihrer Auswahl im einzelnen 
Ealle darauf zu achten, daB keine der wichtigeren Kanten und 
Seitenflachen des darzustellenden Gegenstandes als bloBer Punkt, 
bzw. als Gerade erscheine. DemgemaB finden — abgesehen von 
der schon erwahnten allgemainen Lage — vornehmlich folgende drei 
speziellere Annahmen eina ausgedehntere Anwendung. 

a) Man wahlt die Bildebene parallel zu einer Koor- 
dinatenebane — der AufriB- oder arz-Ebene — oder laBt 
sie mit ihr zusammonfallen und fllhrt aine schiefe Projektion 
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einer Eaumfigur durch die der Koordinaten ilix'er Punkte 
zu bestimmen, heiBt Axonometrie.^) 

4. Die axonometrische Projektion wird nach Annalime 
eines festen Koordinatensystems, auf das maii den abzu- 
bildenden G-egenstand bezielit, durch die Stellung der 
Bildebene zu diesem und die Eichtung der projizierendon 
Strablen bestimmt. Die Wahl des Koordinatensystems ist obne 
Wirkung auf das Bild, wenn mau die Projektionsricbtung und die 
Lage des Gegenstandes 'gogenûber der Bildebene festbalt. Man wird 
das Koordinatensystem desbalb so annebmen diirfen, daB seine Lage 
beziiglich des darzustellenden Gegenstandes so einfacb wie nur môglich 
ist; dann werden sein Grund-, Auf- und SeitenriB, d. h. seine ortbo- 
gonalen Projektionen auf die Koordinatenebenen, eine mQglicbst 
einfacbe Form annebmen. 

Liegen zwei Eisse eines Gegenstandes gezeicbnet vor, so kann 
man aus ibnen die Koordinaten seiner einzelnen Punkte direkt ab- 
greifen und sonach sein asonometriscbes Bild, wie schon Yorber dar- 
getan, entwerfen. Hierzu ist kauni etwas weiteres hinzuzufûgen, so- 
weit es sicb um eine punktweise Ûbertragung des Bildes aus den 
Eissen bandelt. Aucb die Licbtgrenze, sowie ibr Scblagschatten 
kônnen libertragen werden, wenn sie in den Rissen gezeicbnet vor- 
liegen. Dagegen erfordern die bei dem axbnometriscben 
Bilde in Erscbeinung tretenden krummlinigen Umrisse eine 
besondere Konstruktion. Es bat das etwa in der folgenden 
Weise zu gescbeben. Man zeichne in den vorliegenden Grund- und 
Aufi.-i6 des Gegenstandes die Risse eines Sehstràbls s ein, der zur 
Projektionsricbtung parallel ist, und bestimme mit ibrer Hilfe, Grund- 
und AufriB des zu dieser Sebstrablricbtung gebôrigen Umrisses, 
worauf man aus beiden das axonometriscbe Bild des Umrisses durcb 
libertragen gewinnt. 

Bei der Konstruktion des geradlinigen Umrisses Ton Zylinder 
und Kegel wird man aucb leicbt direkt ans Ziel gelangen, nacbdem 
man das Bild der Basiskurye und das Bild einer Mantellinie des 
Zylinders oder der Spitze des Kegels gezeicbnet bat. Bei den Regel- 
flacben (Regelscbraubenflâchen usw.) wird sicb der UmriB unmittel- 
bar als Hullkurve der Bilder seiner Erzeugenden ergeben. Bei den 
Rotations- und allgemeinen Scbraubenflacben wird man jedoch die in 
Kap. VIII und X Bd. I dargelegten Verfabren zu verwenden haben,, 
um zunâcbst Grund- und AufriB des zu der TOrgeschriebenen Seb- 
strabkicbtung gehorigen Umrisses zu zeicbnen. Die daselbst durch- 
gefiihrten Metboden und Konstruktionen zur Bestimmung der Lioht- 
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grenze sind ohue weiteres hier zur Anwendiing zu bringen; es tritt 
nur an Stelle des Liclitstrahles der Sehstrahl und somit an Stelle 
der Lichtgrenze der zur Sehstrahkiohtung gehôrige UmriB. 

5. Kann man somit das Entwerfen des axonometrischen Bildes 
eines Gegenstandes mit Hilfe seiner Eisse als erledigt ansehen, in- 
sofern ja das punktweise tjbertragen keinerlei Scliwierigkeiten bietet, 
so verândert sich die Sachlage durchaus, sobald es sich um die 
konstruktive Entwickelung des Bildes aus bekannteu Daten und 
Eigensobaften des abzubildenden Gegenstandes bandelt. Gerade in 
dieser Fonu liegt die Aufgabe oft vor, wenn von, einem Objekt ein 
axonometrisohes Bild skizziert werden soll; gewôhnlicli wird man 
dann nicht erst vorher seinen Grund- und AufriB zeiobnen. Es 
werden deshalb im folgenden in erster Linie seiche Konstruktionen 
zn behandeln sein, die unmittelbar in der axonometrischen Figur 
selbst vorgenommen werden. Dièse Konstruktionen gestalten sich, 
wie wir sehen werden, wesentlich verschiedenjenach der Lage derBild- 
ebene und der Projektionsrichtung gegenilber den Koordinatenachsen. 

6. Das allgemeinste axonometrischeBild erhâltman, wenn 
man die Bildebene gegen die Projektionsrichtung geneigt annimmt, 
und beide gegen das feste Koordinatensystem eine beliebige geneigte 
Lage besitzen. Will man die axonometrische Projektion in dieser 
aUgemeinen Eorm anwenden, so benutzt man dabei am besten die 
vorher besprochene Ubertragung mittels Grund- und AufriB ^ d. h. 
mittels der orthogonalen Projektionen auf die «y-Ebene und die 
a;z-Ebene, da die direkten Konstruktionen in der axonometrischen 
ilgur zu kompliziert werden. Man erreicht indes den Zweck, welcher 
der axonometrischen Abbildung zugrunde liegt und in der Erzielung 
eines Bildes von grôBerer Anschaulichkeit besteht, schon durch 
speziellere Annahmen liber die gegenseitige Lage von Aohsensystem, 
Bildebene und Projektionsrichtung; unter ihnen wird man natûrlich 
denjenigen den Vorzug geben^ welche die môglichste Einfachheit der 
Konstruktion gewilhren und zugleicheinemôglichstplastische Wirkung 
des Bildes erzielen. Es ist deshalb bei ihrer Auswahl im einzelnen 
Falle darauf zu achten, daB keine der wichtigeren Kanten und 
Seitenflachen des darzustellenden Gegenstandes als bloBer Punkt, 
bzw. als Gerade erscheine. DemgemaB finden — abgesehen von 
der schon erwahnten allgemeinen Lage — vornehmlich folgende drei 
speziellere Annahmen eine ausgedehntere Anwendung. 

a) Man wahlt die Bildebene parallel zu einer Koor- 
dinatenebene — der AufriB- oder a-z-Ebene — oder laBt 
sie mit ihr zusammenfallen und fiihrt eine sehiefe Projektion 
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einer Eaumfigtir durcli die der Koordinaten ihrer Punkte 
zu bestimmen, heifit Axonometrie.^) 

4. Die a3;onoraetrische Projektion wird nach Annahme 
eines festen Koordinatensystems, auf das man den abzu- 
bildenden G-egenstand bezieht, durch die Stellung der 
Bildebene zu diesem und die Eicbtung der projizierenden 
Strahlen bestimmt. Die Wahl des Xoordinatensystems ist ohne 
Wirkung aiif das Bild, wenn man die Projektionsrichtting und die 
Lage des Gegenstandes 'gegeniiber der Bildebene festhâlt, Man wird 
. das Koordinatensystem desbalb so annebmen dûrfen, daB seine Lage 
bezûgliob des darzustellenden Gegenstandes so einfacb wie nurmôglich 
ist; dann werden sein Grand-, Auf- und Seitenrii3, d. b. seine ortbo- 
gonalen Projektionen auf die Koordinatenebenen, eine moglicbst 
einfache Form annehmen, 

Liegen zTvei Risse eines Gegenstandes gezeicbnet Yor, so kann 
man aus ihnen die Koordinaten seiner einzelnen Punkte direkt ab- 
greifen und sonaob sein asonometriscbes Bild, wie scbon vorber dar- 
getan, entwerfen. Hierzu ist kauni etwas weiteres binzuzufiïgen, so- 
weit es sicb um eine punktweise Ubertragung des Bildes aus den 
Eissen bandelt. Aucb die Licbtgrenze, sowie ihr Schlagsohatten 
konnen tibertragen werden, wenn sie in den Rissen gezeicbnet vor- 
liegen. Dagegen erfordern die bei dem axbnometriscben 
Bilde in Erscbeinung tretenden krummlinigen Umrisse eine 
besondere Konstruktion. Es bat das etwa in der folgenden 
Weise zu gescbeben. Mau zeicbne in den vorliegenden Grund- und 
îli AufriB des Gegenstandes die Risse eines Sebstrabls s eiii, der zur 

j|j ProjektionsricMung parallel ist, und bestimme mit ibrer Hilfe Grund- 

|! und AufriB des zu dieser Sebstrabh-icbtung gebôrigen Umrisses, 

worauf man aus beiden das axonometriscbe Bild des Umrisses durch 
tibertragen gewinnt. 

Bei der Konstruktion des geradlinigen Umrisses von Zylinder 
und Kegel wird man aucb leicbt direkt ans Ziel gelangen, nacbdem 
man das Bild der Basiskurve und das Bild einer Mantellinie des 
Zylinders oder der Spitze des Kegels gezeicbnet bat. Bei den Eegel- 
flacben (Regelscbraubeniiacben usw.) wird sicb der UmriB unmittel- 
bar als HiillkurYe der Bilder seiner Erzeugenden ergeben. Bei den 
Rotations- und allgemeinen Scbraubenflâcben wird man jedocb die in 
Kap. VIII und X Bd. I dargelegten Verfabren zu verwenden baben,, 
i'Il um zunâcbst Grund- und AufriB des zu der vorgescbriebenen Seb- 

sti-ablricbtung gebôrigen Umrisses zu zeicbnen. Die daselbst durch- 
gefûhrten Metboden und Konstruktionen zur Bestimmung der Licbt- 
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grenze sind ohne weiteres hier zur Anwendung zu bringen; es tritt 
nur an Stelle des Liclitstrahles der Sehstrahl und somit an Stelle 
der Liclitgrenze der zur Sehstrahlrichtung gehôrige UmriB. 

5. Kann man somit das Entwerfen des axonometrischen Bildes 
eines Gegenstandes mit Hilfe seiner Eisse als erledigt ansehen, in- 
sofern ja das punktweise tjbertragen keinerlei Scliwierigkeiten bietet, 
so verândert sicli die Sachlage durchaus, sobald es sich um die 
konstruktive Entwickelung des Bildes ans bekannten Daten und 
Eigenschaften des abzubildenden Gegenstandes handelt. Gerade in 
dieser Form liegt die Aufgabe oft vor, wenn von einem Objekt oin 
axonometrisches Bild skizziert werden soll; gewôhnlich wird man 
dann nicht erst vorher seinen Grund- und AufriB zeicbnen. Es 
werden desbalb im folgenden in erster Linie solche Koustruktionen 
zu behandeln sein, die unmittelbar in der axonometrischen Figur 
selbst vorgenommen werden. Dièse Konstruktionen gestalteu sich, 
wie wir sehen werden, wesenthch verschiedenjenach derLage der Bild- 
ebene und der Projektionsrichtung gegenllber den Koordinatenachsen. 

6. Das allgemexnste axonometrisehe Bild erhaltman, wenn 
man die Bildebene gegen die Projektionsrichtung geneigt annimmt, 
und beide gegen das feste Koordinatensystem eine beliebige geneigte 
Lage besitzen. Will man die axonometrisehe Projektion in dieser 
allgemeinen Form anwenden, so benutzt man dabei am besten die 
vorher besprochene tJbertragung .mittels Grund- und AufriB, d. h. 
mittels der orthogonalen Projektionen auf die x y-Ebene und die 
:rz-Ebene, da die direkten Konstruktionen in der axonometrischen 
Figur zu kompliziert werden. Man erreicht indes den Zweck, welcher 
der axonometrischen Abbildung zugrunde liegt und in der Erzielung 
eines Bildes von groBerer Anschaulichkeit beateht, schon durch 
speziellere Annahmen ilber die gegenseitige Lage von Achsensystem, 
Bildebene und Projektionsrichtung; unter ihnen wird man natiirlioh 
denjenigen den Vorzug geben^ welche die moglichste Einfaohheit der 
Konstruktiou gewahren und zugleicheinemoglichstplastischeWirkung 
des Bildes erzielen. Es ist deshalb bei ihrer Auswahl im einzelnen 
Falle darauf zu achten, daB keine der wichtigeren Kanten und 
Seitenflachen des darzustellenden Gegenstandes als bloBer Pnnkt, 
bzw. als Gerade erscheine. DemgemaB finden — abgesehen von 
der schon erwiihnten allgemeinen Lage — vornehmlich folgende drei 
speziellere Annahmen eine ausgedehntere Anwendung. 

ce) Man wahlt die Bildebene parallel zu einer Koor- 
dinatenebene — der AufriB- oder irz-Ebene — oder lllBt 
sie mit ihr zusammenfallen und fuhrt eine schiefe Projektion 
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I ans. Dies bietet unter auderem den Vorteil, da6 zwei Koordinaten 

j eines jeden Piinktes sicla in ihrer wahren Lange und Richtung ab- 

: bilden. Die dritte Koordinate wird in einer schragen Eiohtung und 

I meist in einem bestimmten Verhâltnis rerkûrzt dargestellt. — Das 

I nach diesem Verfaliren entworfene Bild eines Objektes wirkt be- 

\ sonders anachaulich, wenn man es bei groBerer Entfernung an- 

;i nahernd in der Eichtung der projizierenden Strahlen betrachtet. 

:J /5) Man legt die Bildebene durch die vertikale x-Achse, 

j aber gegen die x- und y-Achse geneigt, und fûhrt dann eine 

■j schiefe Projektion aus. Hier behâlt nur noch die z-Xoordi- 

l nate ihre Eichtung und Lange im Bilde bei, wâhrend die Bilder 

\ der beiden andern Koordinaten irgendwelche Winkel mit ihr ein- 

;' schlieBen und dabei jede fiir sich eine bestimmte Verkiirzung oder 

! Verlangerung erfahren. Dièses Yerfahren ist in seinen'Konstruk- 

3 tionen weniger einfach als das vorhergehende ; es gestattet jedoch 

■ eine giinstigere Wahl der Projektionsrichtung gegen die Bildebene. 

5 Man wâhlt sie zumeist so, daB eine zu ihr parallèle Ebene durch 

î die z-Achse auf der Bildebene senkrecht steht; dann geben die 

;! so erzielten Bilder bei gerader Gegeniiberstellung des Beschauers 

3 eine anschauliche Wirkung (mit Obersicht), — Auoh wenn man 
dièse besondere Annahme ûber die Projektionsrichtung nicht raacht, 

,Î! pflegt man bei ihrer Wahl nicht weit von jener abzuweichen. 

;| /) Man nimmt die Bildebene gegen aile drei Koordi- 

;j natenachsen geneigt an und fiihrteinesenkrechteProjektion 

;! aus. Auoh hier gilt das gleiche fiir die Stellung des Beschauers 

\ gegeniiber dem Bild wie bei /?). 

1; Noch ist hervorzuheben, daB in unserer Vorstellung die râum- 

I lichen G-egenstânde zur Vertikalrichtung meist in einer ausgeprâgten 

,1 Beziehung stehen. Dièses auch im axonometrischen Bilde hervor- 

t treten zu lassen und dadurch die anschauliche Wirkung zu er- 

!' zielen, weil sie der gewohnten Vorstellung entspricht, sind die unter 

;i a) und ^) genannten Verfahren besonders geeignet, wcbei man sich 

ii Bildebene und «-Achse vertikal gestellt denkt. 

ij Die beiden unter a) und /S) angefiihrten Darstellungsmethoden be- 

;i zeichnet man gewôhnlich schlechthin als schiefe Projektion, die 

I unter a) im besonderen auch als Kayalierperspektive — , die 

I unter y) angefiihrte als orthogonale Axonometrie oder auch 

jl kurz als axonometrische Projektion. Wir werden in der Folge 

I heide Namen ebenfalls in dieser engeren Bedeutung gebrauchen. 

j Ehe wir aber dièse Methoden einzeln besprechenj mûssen wir dem 

} Eundamentalsatz der Axonometrie, der die Grundlage fiir die 
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allgemeinste axonometrische Projektion tildet, unsere Aufmerksam- 
keit zuwenden. 

7. ïrâgt maa Tom Ursprung aus axtf jede der drei Koordi- 
natenachsen x, y, z in positiver Eichtung eiue und dieselbe Strecke 
/i = 0^7 = (95 = OC abj so entsteht eine Figiir OABG, die wir als 
rechtwinklig-gleicliso]ienkliges Achsenkreuz ^ bezeichnen 
wollen. Fiii' die Abbildung eines solchen Achsenkreuzes durcli 
schiefe Projektion gilt der von Poblke aufgefundene und naçh ihm 
benannte Satz^): 

Irgend drei in einer EbeneTT ans einem Punkte 0^ (in be- 
liebiger Eicbtung und Lange) gezogene Strecken O^A^, O^B^, 
Ofi^ kônnen stets als schiefe Parallelprojektion eines recht- 
winklig-gleichschenkligen Aohsenkreuzes 0//5C oder Jî ange- 
sehen werden, dessen Schenkellange dadurch bestimmt ist. 
Man kann dem Satz eine nooh allgemeinere Fassung geben, 
indem man die Annahme, daB die Strecken OA, OB, OC gleich lang 
und zueinander rechtwinklig sein sollen, fallen laBt: 

Durch passende Wahl von Pr oj ektionsrichtung und 
Bildebene kann man es stets erreichen, daB das Bild 
O^A^B^G^ eines gegebenen Tetraëders OABG einem ge- 
gehenen Viereck O^A^B^G^ iihnlich wird, 

Einen Beweis ftir den Pohlkeschen ^Satz, sowie die kon- 
struktive Ermittelung der gegenseitigen Lage von Aohsenkreuz und 
seinem Bild, gibt uns die in 214 Bd. III behandelte Aufgabe. Da- 
selbst wd allerdings von gewissen Eigenschaften der Flachen 
2. Grades und ihrer Umrisse Gehrauch gemacht. Es mag deshalb 
hier die Bestimmung der Lage des Aohsenkreuzes, wenn sein Bild 
gegehen ist, auf einem anderen Wege durchgefûhrt werden, der im 
wesentlichen auf einer "Anwendung der in 108 Bd. I behandelten 
Aufgabe heruht. Dort galt es die Lage eines Dreiecks ABC zu 
bestimmen, dessen AufriB A!'B"C'' bekannt war und das einem 
gegebenen Dreieck ahnlich sein sollte. 

8. Ist die Lage des Aohsenkreuzes S gegen die Bildebene sowie 
die Eichtung der Projektionsstrahlen bekannt, so ist damit auch sein 
Bild Jî, bestimmt. Schneidet man nun die Projektionsstrahlen mit 
einer zu ihnen senkrechten Ebene N, so erhalt man eine Figur ft\, 
oder O^A^B^O^, die sowohl als Orthogonalprojektion von S als auclî' 
von ^^ erscheint. Hierbei sind die Figuren S^ und ^^ affln, die 
Spur 7), der Ebene N in der Bildebene ist die Affinitatsaohse. Zieht 
man durch 0, die Geraden|O.Z, und OJ^ parallel und senkrecht zu 
'^\ (^,) ^, auf A^ B^), sowie durch die Geraden X und Y 
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parallel und senkreclat zu n^ [^^^^ auf Â^,JBJ), so sind O^X^T^ und 
O^X^T^ entsprechiende rechtwinklige Dreiecke in den affinen Fi- 
guren @^ und §^,\ dabei gilt die Bezieliung 0^,X^ — 0,X^. 

tfm die Lsge der projizierenden Strahlen gegen das Achsen- 
kreuz ^ zu finden, denken wir uns die projizierenden Ebenen durch 
OCund AJS gelegt; sie schneiden sich in einem projizierenden Strahl 
s = JK {■J=sxOC, K^sx AB). Die Punkte I und K aber er- 
geben sicb ans den Eelationen: J0:C0 = I^0/.C^O^ und KA:BA 
= K^A^-.B^A^, wobei J^ = K^ = Ofi^ x A^B^ ist. Hiernacb bestimmt 
sich dann aucb die orthogonale Projektion Sî^ Ton @, und genaaB 
108 Ed. I laBt sich nuu die Lage von S^— und damit auch von S— 
gegeniiber der von S„ angeben. Damit ware alsdann die Aufgabe 
gelost: Das Achsenkreuz S in eine solche Lage gegen die Bildebene 
zu bringeuj daB seine sehiefe Parallélprojektion die vorgegebene 
Gestalt @j annimmt; zugleich wiire der Satz von Pohlke bewiesen. 
Der hier geschilderten Konstruktion steht zuniichst nur das eine 
entgegen, daB man nicht die wahre Lange der Strecken OÂ =08 
= 00 des Achsenkreuzes ^ kennt. Man gehe daber zunacbst von 
einem Acbsenki-enz fê^ aus, dessen Xantenlânge Jj^ = OB^ = OC^maii 
irgendwie wahlt. Hierauf bestimme man J^ und Zj gemaB 1^0 -.0^0 
= J'A ■■ GA ^d ^lA ■' ^lA = ^A-AA; dann ist I^ K^ = .. die ge- 
suchte Projektionsrichtung. Sie liefert die Orthogonalprojektion S/' 
von Sj auf eine Ebene N, die man senkrecht zu s gewâhlt hat. 

Nun ist Jî/' ahnlich zu ^^; da aber ^^ und ©^ affin sind, 
so sind auch ^/' und ®, afhn in weiterem Sinn. Wie dem 
rechtwinkUgen Dreieck O^X^T^ der Figur S^ das rechtwinklige 
Dreieck O^X^T^ der aftinen Figur S^ entspricht, so entspricht 
ihm das rechtwinklige Dreieck 0" X^" T^' der affinen Figur S/', 
wenn 0-A^'B{'G{'X;'l\" und O^A^B^G^X^T^ ahnliche Figuren 
sind. Die letztere dieser beiden Figuren erhâlt man aus der erste- 
ren, indem man sie ahnlich vergrijfiert oder verkleinert im Ver- 
haltnis 0" X^":O^X^. Jetzt findet man die Lage der Ebene N gegeu 
die Bildebene^ indem man ihre Spur n^ parallel zu 0^ X^ zieht und 
ihren Neigungswinkel s derart wahlt, daB (9^ T^- coss = 0^ J^ wird. 
Die orthogonale Projektion von ffi, auf N ist nun in der^Tat kon- 
gruent mit ®^; sie erscheint zugleich als orthogonale Projektion von 
È auf N, wodurch sich die raumliche Lage von S ergibt. 

9. Die Konstruktion fiihren \\'ir in folgender Weise aus. A^ B^ 
sei ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck parallel zur Zeichen- 
ebene mit der Orthogonalprojektion 0' A^ B^^ (Pig. la). Auf A B 
bestimmen wir den Punkt K^ gemiiB der Proportion Aj^° K ' : A ° B " 
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= A^K/.A^B^; soclann drehen wir das Dreieck OA^S^ um 90" um 
die Gerade OX^, so daB es sich auf die Zeichenebene als Ge- 



>MK $ ^'^'- > 




Eig. la. 




Fis. Ib. 



rade O'J,'^/ projiziert K''^/||^,»5/ X O'/f/). Jetzt ,wird die 
dritte Achse C^ zur Zeichenebene parallel und projiziert sich senk- 
reoht zu 0' K^' und in wahrer GrôBe (0' C/ = 0' A^")- auf ihr liegt 
der PunktJi (OV/: O'G,' = Oy,: 0^ C,). Der projizierende Stralil s = /^ A\ 
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ist nuû zur Zeichenebene, die als GrundriBebene gedacht ist, parallel; 
eine zu s senkrechte Ebene nebimeii wir als AufriBebene {x JL s') und 
zeichnen den AufriB 0" J^" £^' t?/' //' = K^' {0" K{' C{ \\ x , die Ab- 
stande der Punkte ^j" und'^j" Yon 0" K^' sind gleich den Abstânden 
der Punkte A^\B^° von 0' K^). 

Um weiter entsprecliende recbte Winkel in den affinen Figuren ^^ 
und ^j" zu erhalten, verfahren wir nach 12 Bd. I so. Wir 
zeichnen ein zu 0" Â.^' JB^' âhnliclies Dré-Bok O^A^B^, dessen Seite 
d^B^ mit der gleichbenannten Seite des Dreiecks O^A^B^ zusammen- 
fâllt (Fig. Ib). Der Ereis durch 0^ und 0^, dessen Mittelpunkt auf 
A^ B^ gelegen ist, scbneidet aus dieser Geraden zwei Punkte X^ und Y^ 
aus. Die Spur «^ der Ebene N ist nun parallel zu 0^ X^ zu ziehen 
und ihr Neigungswinkel £ gegen die Bildebene ist so zu bestimmen, 
daB die Orthogonalprojektion des Dreiecks 0^ X^ 1'^ auf die Ebene M 
ein dem Dreieck 0, Z, 7^ abnliches Dreieck, also ein zu 0^ X^ T^ 
kongruentes Dreieck Hefert {0^K^\= O^X^, X, Y^A^B^\\X^T^A^B^, 

Zur- Fisierung der Lage des Achsenkreuzes S gegen sein Bild S^ 
sind in Figur Ib Grund- und AufriB von S angegeben, wobei die 
Bildebene zugleich als GrundriBebene benutzt und die AufriBebene 
senkrecht zu n^ gewâhlt ist {y J. n^, L. n^y = s, ces « = O^ Jj : 0^ 7J. 
Da die Punkte 0^5 C auf den von 0^a]b^ C auf N gefâllten Loten 
liegen (die Grundrisse dieser Lote sind senkrecbt zu n^, ihre Auf- 
risse senkreclit zu n^], braucht man nur noch die Abstande der 
Punkte 0"A"B"O' von n^ zu bestimmen. Dièse wiird en nnmittelbar 
mit den Abstânden der Punkte 0' A^B^G-^ von x in Figur la iiber- 
einstimmen, wenn das Achsenkrenz S^ , das den Ausgangspunkt bildete, 
die gleiche GrôBe wie Sî hatte. Das ist jedocb nicht der Fall; viel- 
mehr muB ® noch âhnlich verldeinert werden. Das ist in Figur 1 a 
geschehen, indem 0" A;' = O^A^, 0"B\ = 0,^B^ gemacht wurde; 
man erhâlt dadurch die Projektionen 0"yi3"53'''Cg" und O'^g'^g'Cg'. 
Die Abstande der letzteren Punkte von x sind nun gleich den Ab- 
stânden der Punkte 0"A"B"C" von n^, -wodurch sich dann auch 
O'A'B'C ergibt. 

Zum SchluB sei noch folgendes bemerkt. Die Punkte X^ und 
J, werden ms J^B^ durch einen Ereis ausgeschnitten; es ist jedoch 
nicht gleichgûltig, welchen der beiden Punkte wir mit X^ bezeiohnen, 
da wir n^ zu O^X, parallel gezogen haben. Es ist vielmehr darauf 
zu achten, daB in dem rechtwinkligen Dreieck 0^ X^ T^, dessen Hypo- 
ténuse zu A^ B^ parallel ist, die Eathete 0^ X^ kleiner als die Strecke 
0, y, sein muB, da erstere gleich der Orthogonalprojektion 7, der 
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letzteren ist. Dièse Bedingung entsclieidet aber darûber, welcliem 
der beiden Schnittpunkte des Kreises mit der Geraden A^ B^ man die 
Bezeichnung X^ beizulegen bat. AuBerdem ist klar, daB es zwei zur 
Zeicbenebene symmetrische Losungen gibt, je nacbdein in Figur Ib 
die AufriBebene um y aufwarts oder abwârts um 90" gedreht wird. 

DasVerfahren der schiefen Projektion, wenn Bild- und AufriBebene 

zusammenfallen. 

10. Um eine raumlicbe Figur in schiefer Projektion darzu- 
stellen und zwar so, daB durch das Bild umgekehrt die Original- 
figur bestimmt -wird, denken wir uns das Original mit der Grund- 
riBebene TTj verbunden und auf dièse durch senkrechte Pro- 
jektion bezogen. Das Ganze, die Raumfigur mit ihrem GrundriB, 
wird der schiefen Projektion unterworfen. Die Bildebene laasen 
wir mit der AufriBebene TTa zusammenfallen. Den GrundriB 
denken wir uns durch seine Umlegung in die Bildebene TTj gegeben. 
Die Geraden, -welche auf den Ebenen TTj, TT2 und TTg bzw. senkrecht 
stehen, bezeichnen ■wir, wie friiher, als erste, zweite und dritte proji- 
zierende Strahlen; zum Unterachiede Ton ihnen nennen wir die schief 
projizierenden Strahlen kurz Sehstrahlen. 

Wâhlen wir in der vertikalen Bildebene TTa den Ursprung 0, 
ziehen die positive a;-Achse horizontal nach rechts, die positive 
z-Achse vertikal nach ohen und die positive v/-Achse nach vorn, so 
ist die Lage des Koordinatensystems gegen die Bildebene 
bestimmt. Die Eichtung der Sehstrahlen legen wir fest, indem 
wir von einem gegebenen Punkte der Grundrifiebene T\^ den Bild- 
punkt angeben. Ersteren wahlen wir etwa auf der y-Aohse und 
markieren ihn (umgelegt um x) als Oj-, letzteren nehmen wir als 0^ 
derart an, daB das Bild y^= 0^ der y-Achse gegen x und z ge- 
neigt ist (Fig. 2). 0^ und O3 sind die Spurpunkte eines Seh- 
strahles in TTi und TTa. ^^ sei noch 0/ der GrundriB des Punktes 
Oj und 0^° die Umlegung von 0^ um y^\ dann ist o' = 0^ 0/ der 
GrundriB des Sehstrahles 0, ferner o"r=0 0^ sein AufriB, 
"s = ^3*^2' ^^^ ^i^d des Grundrisses, 0° = 0^0^° die Dmlegung 
um 0" und folglich 

die Neigung der Sehstrahlen gegen die Bildebene. Die GroBe 

t 0., 

cotg « = -^ 

gibt fiir jede Normale zur Bildebene (y-Koordinate) das Verhaltnis 
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J-a' 



ilires Bildes zu ilirer wahren Lange an. Meist wird « > 45° an- 
genommen; dann ist cotg co < 1 und heiBt das Verkiirzungs- 
j_, Terhaltnis. Das Drei- 

eck 00^ 0^ oder irgend 
ein zu ihm ahnlich.es und 
âhnlich gelegenes heiBt 
(nacb. V. Pesohka) ein 
Proj ektionsdreieck ^), 
Die scliiefe Projek- 
tion ist bestimmt 
durch Angabe der 
Projektionsachse x 
und irgend einesPro- 
j ektion s dreieckes 
(Z.B. 00^0^. 

D as Verkiirzun gsver- 
haltnis cotg m wâhlt man 
gern gleich einer rationa- 
len Zabi, etwa Ya» Vs' 



-f 



^^k 



-M" 



is. 



Pig. 



7a, Tisw., um aus der Zeichnung eines Objektes leicht die Mafia 
seiner in der y-Eichtung verlaufenden Kanten entnehmen zu kSnnen. 
AuBerdem sucbt man die Konstruktion durch passende Wahl des 
Projektionsdreieckes zu vereinfachen, dessen eine Seite (OOJ stets 
rechtwinklig zur i-Acbse liegt. Sehr bequeme Konstruktionen er- 
geben sich, wenn man in dem Dreieck 00^0^ die bei 0, 0^, 0^ liegen- 
denWinkel bzw. gleich 60", 30", gOOmacht; dabei ist cotg ta = ^. — 
Die unter den Namen „Kavalierperspektive" und „Vogel- oder 
Militârperspektiye" bekannten Arten der schiefen Projektion be- 
nutzen meist die ebenfalls bequeme Annahme: » = 45", cotgo? = 1, 
^ Oj OOj = 45°. Bei ersterer denkt man sich die Bildebene Tertikal, 
bei letzterer horizontal; man trâgt also an die Aufrisse bzw. Grund- 
risse der darzustellenden Punkte ihre bezuglichen Tafelabstande 
selbst in vorgeschriebener Eichtung an*). 

Darstellung der Punkte, Geraden und Ebenen in 
schiefer Projektion (vgl. 25—46 Bd. I). 

11. Ein Punkt P wird durch sein Bild P^ und das 
BildP; seines Grundrisses P' bestimmt; die Punkte P^ und 
P/ liegen in einer zur a'-Aclise senkrechten (oder zur 
z-Achse parallelen) Geraden. In der Tat bestimmen die Lote 
TP' und PP" auf Grund- und AufriSebene ein Eechteck PP'P^P",. 
dessen Seiten PP' und P" P^ zu z parallel und dessen Seiten PP" 
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und jP'Pj. zu y parallel sind. Demnaoli wird das Bild P„P/ zu FF' 
parallel und gleioh lang, wâhrend die Bilder F^P" und F^ F^ zu y^ 
parallel werden und zu FP" — F' F^ in dem gegebenen Verkiirzungs- 
verhiiltnis stehen. Sind F' , F" und damit F^ gegeben, so ergibt 
sich P/ als Schnittpunkt zweier duroh F' bzw. F^ zu 0^ 0^ bzw. 
00^ —y^ gezogenen Parallelen, worauf man F^ senkrecht liber P/ 
im Abstande P"P^ (oder als vierte Ecke des Parallelogramms mit 
den Seiten F" F^ und -P^P/) fîndet. Sind P/, P^ bekannt, so ziehe 
man durcli beide die Parallelen zu y^ und durch P^ die Vertikale, 
auf der dann F" und P' liegen (P/P' || 0^0^) (Fig. 2). 

13. Eine Gerade cj wird durch ibr Bild g^ und das 
Bild g^ ihres Grundrisses g' bestimmt; die Geraden g^ und 
<// kônnen willkiirlicb angenommen werden (bis auf eine Aus- 
nabme, siehe unten). Die Geraden g und g' liegen in einer Vertikal- 
ebene, sonacb sind g^ und g^ die Bilder zweier in einer Vertikalebene 
liegenden Geraden. Der Schnittpunkt G^^^g^ X .<?/ ist das Bild des 




Pig. 3. 

ersten Spurpunktes G^\ der'zweiteSpurpunkt G^ i^^ sein eigenes 
Bild und liegt auf^^, er befindet sich mit G^' ^ g^ X ^ auf einer 
Senkrechten zur a'-Achse. Die . Senkrechte ist die AufriBspux der 
Vertikalebene duroh ^ und </', wahrend g^ das Bild ibrer GrundriBspur 
darstellt (Fig. 3). Ans G^, leitet man G^" auf x und G^ ab [G^^ ff/' 
Il p^O, ff/' G, IX, Gj, G^ Il O3OJ und erhalt hieraus / = G^ G^xmà 
y" = G{ G^. Umgekehrt kann man leicht aus dem GrundriB g' und 
AufriB g" einer Geraden g oder aus den beiden Projektionen zweier 
ihrer Punkte die Bildgeraden g^ und g^ flnden, was keiner Erlauterung 
bedarf. — Das Bild eines Sehstràhles ist sein Spurpunkt 0^ in 
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der Bildebene, mit ilim fâllt Oj^ zusammen; das Bild 0/ seiner 
ersten Projektioa ist senkrecht zur a^-Achse (Fig. 2). Das Bild einer 
zu TTj senkrechten Gei-aden h ist rechtwinklig zur j;-Aclise; ihr 
GrundriB und sein Bild reduzieren sich auf die Punkte H, bzw. 77, . 
Sieht man von diesen beiden Spezialfâllen ab und nimmt man eine 
der Geraden i^ oder i^ zur a;-Achse rechtwinklig au, so muB die 
andere in demselben Punkte auf der z- Aclise senkrecht stehen ; denn 
die Sehstrahlebene durch die eine Gerade steht dann senkreclit auf 
TTj und entbalt folglicb auch die andere. Demnacb folgt bieraus 
ftir die Gerade i nur, da6 sie in einer bestimmten zur Sehstrahlebene 
durch die 2-Achse parallelen Ebene liegt; um i vollstandig zu be- 
stimmen, bedarf es weiterer Angaben (Spurpunkte). 

13. Eine Ebene E wird durch ihre Spurlinie e^ in der 
Bildebene und das Bild e^^ ihrer ersten Spurlinie e^ dar- 

gestellt, die sich im 

Achsenschnitt- 
punkte .2?^ = E X x 
treffen (Fig. 4). Die 
Sehstrahlebene durch e, 
schneidet T\^ in e^ und 
hieraus ergibt sich E als 
Verbindungsebene e^ e^. 
— Enthâlt E die Eich- 
tung der Sehstrahlen, so 
fallen e^^ und e^ ,in 
dieselbe gerade Linie. 
Steht E senkrecht auf 
TTi, so ist e^ _\_x\ ist E 
senkrecht zu TI^, so 
liegt fij^ Il y^. Entbalt E 




Fig. 4. 



die a;-Achse, so fallen e^^ und e^ beide mit dieser zusammen und zur 
Bestimmung von E ist noch die Angabe eines auf ihr und auBer- 
halb X gelegenen Punktes erforderlich. 

14. Die in 46 — 65 Bd.I fiir orthogonale Projektion entwickelten 
Sâtze liber die vereinigte Lage von Punkten, Geraden und 
Ebenen, iiber ihre Verbindungs- und Schnittelemente und 
den Parallelismus konnen ohne Schwierigkeit auf den Fall der 
schiefen Projektion ûbertragen werden. Auch die Lôsung der dort 
behandelten Aufgaben voUzieht man in unserem jetzigen Verfahren 
in analoger Weise, wie an einigen Beispielen gezeigt werden mag. 

Man hat dabei namentlioh den folgenden Satz zu beachten: 
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Das Bild g^ einer ebenen Figur g ist zu dem Bilde g/ ihres 
G-rundrisses g' affin und affin gelegen. Die Affinitatsaohse 
ist das Bild e^^ der ersten Spur e^ der Ebene von g; die 
Affinitâtsstralilen sind rechtwinklig zur a;-Aclise. In der 
Tat sind g und g' durch senkrechte Strahlen aufeinander und 
beide durch die Sehstrahlen auf S^ und g/ bzw, affin bezogen. 
Parallelen Geraden in der Originalfigur g entsprechen also Parallèle 
in g-', die jene in Punkten von e^ schneiden; die ihnen in g^ bzw. 
g/ entsprechenden Geraden sind wiederum Parallèle' und treiïen 




Fig. 5. 

sich. in Punkten der Linie e,^. — Insbesondere ist jede Figur in der 
GrundriBebene zu ihrem Bilde affin, wobei x die Affinitatsaohse 
und OjOg die Affinitatsrichtung ist. 

Um die Spurlinien einer durch drei Punkte Â, B, C ge- 
gebenen Ebene E darzustellen, verbinde man die Bilder A^, B^, G^ 
dieser Punkte und ebenso die Bjlder J^ , B^, C/ ihrer'Grund- 
risse paarweise durch gerade Linien a^, b^, c', a/, ô/, c/ (Fig. 5). 
As = «s X_a/ ist das Bild des ersten Spurpunktes der Geraden 
a = BC, ihr zweiter Spurpunkt J^ liegt auf a^ senkrecht .iiber 
«; X ar, usf. Die Spurlinie e^ verbindet die Punkte J^, B^, C^ die 
Linie e,, die Punkte J^^, B^^, C^^. In der Figur ist das Bild e^^ 
der dritten Spur mitgezeichnet (vgl. 57 Bd. I). 



16 Sohiefe Parallelprojektion und axonometrisehè Frojektion. 



Den Schnittpunkt' P einer Greraden k mit der Ebene 
E = AjB C bestimmt man in folgender "Weise (vgl. 61 Ed. I). 
Schneidet die Vertikalebene kk' die Ebene E in der Geraden i, so 
fàllt z/ mit A/ zusammen. Senkrecht iiber den Scbnittpunkten 
von /e/ mit den Seiten des Dreieckes Â^ B^ CJ ûndet man daher 
auf den bomologen Seiten des Dreieckes A^B^C^ Punkte der Ge- 
raden i^, welche k^ in P^ trifft, P^ ist das Bild des gesuchten 
Punktea P = A x E; das Bild P/ seines Grundrisses liegt senkrecht 
darunter auf k'. 

S 

Dièse Beispiele mogen geniigen. 

15. Um in scbiefer Projektion diejenigen Grundaufgaben zu 
losen, die sicli auf die recbtwinklige Stellung von Geraden 






ilf 

I 
II 




^: 



Fig. 6. 

nnd Ebenen, auf die Bestimmung von Abstanden nnd Winkeln 
und der wahren Gestalt ebener Figuren bezieben, ist es nôtig, 
auf das Verfahren der Umlegung in die Bildebene und der 
Drehung um eine Tafelparallele einzugehen (vgl. 71—91 Bd.I). 
Um die wabre Lange einer durch ihre Projektionen P,$, 
^^^ -^/^Z gegebenen 8trecke P§ zu finden, legt man sie um 
ibren AufriB P"Q" in die Bildebene H^ um (Fig. 6). Zu diesem 
Zwcke leitet man zuerst aus den gegebenen Projektionen den 
AufriB P"q" der Strecke und die wahren Langea der Tafelab. 
stande P'F und q'Q nach 11 ab und trâgt sodann die letzteren 
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senki-echt ztiP"0" als P-P" und ^'Q» auf (P"P°:P"P, = OO^iOO^); 

P^Q» gibt die wahre LâBge dei' Strecke FQ an. Die Umlegung 

der Greraden^, auf derPÇ liegt, in die Bildebeiie durch Drehung 

um g" kann auch mit Benutzung der Spurpunkte G^ tind G^ er- 

folgen, woraus sich der Neigungswinkel j'g der Greraden gegen 

die BildebeneTTa als i^G^O^G^' ergibt. 

Der Neigungswinkel y^ gegen die GrundriBebene TTi wird 

wie frûher (77 Bd. I) bestimmt, nacbdem man zuvor g' gezeichnet bat. 
Andererseits kann man die Lange der Strecke PC durch ibre 

Paralleldrebung zur Bildebene bestimmen. Als Drebachse be- 

nntzt man entweder die durcb einen Endpunkt Q gezogene Parallèle 

QiV"zumAufri6P"Q" 

oder die erste verti- 

kal projizierende Ge- 

rade QÇ' eines End- 

pimktes (Fig. 7). Bei 

dem ersten Verfab- 

ren bildet man das 

rechtwinklige Drei- 

eck PQ,N, dessen 

Katbeten PN und 

QN senkrecbt bzw. 

parallel zu TTj liegen, 

und drebt es um Q,N 
in eine zur Bild- 
ebene parallèle Lage 
P^QN; dann stellt 
P/ N^ die gesucbte 
Lange dar. Die Konstruktion ist dem Vorigen unmittolbar zu ent- 
nebmen [P,N^\\P;N^\\y^, q^N;\\x). Bei dem zweiten Verfabren 
bezeichnen wir durcb E den FuBpunkt des aus P auf die Linie Q,Q' 
gefallten Lotes [P^B^is^P^Qs) '^^^ ™it « ^^^ Parallèle zur :r-Aobse 
durcb JR. Die wabre Lange von PR ergibt sicb aus dem recbt- 
winkligen Dreieck PNP [APNR'^ /s.P°NJ{^, P^P," || 0^0^). Macht 
man jetzt auf v^ die Strecke ^,Pi, = ^,P,°, so stellt Q.Pa, die 
Strecke PQ, abermals in einer zur Bildebene parallelen Lage und 
folglich in wahrer Lange dar. Dièse zweite Lage gebt durcb 
Drehung um die Vertikale Q Q' bervor. 

16. Die Bestimmung der wahren Gestalt einer ebenen 
Figur g erfolgt durcb Umlegung derselben in die Bildebene um die 
beziiglicbe Spurlinie e^ ihrer Ebene E (Fig. 8). Es genugt, einen 

KOHN XL. Pappekitz. II. 4. Aufl. 2 




Fig. 7. 
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einzigen Pimkt F unserer Ebene der Umlegung zu imterwerfen, den 
wii- der Einfachlieit halber auf ihrer ersten Spur e^ gelegen und 
duTch sein Bild F^ auf e^^ gegeben annelimen wollen. Aus F^ findet 
mail in bereits gelaufiger Weise den AufriB F" auf x, den um x 
in die Bildebene niedergelegten Puakt F selbst und damit die 
Spur gj. Zieht man F" G senkreoM zu e^, so steht die Ebene 
FF" G auf «2 senkrecht und schneidet aus E die Falllinie FG, 
deren Bild F^G ist, aus. Die um e^ umgelegte Falllinie G F" ist 
normal zu e,,, ihre Lange ergibt sich aus dera reclitwinkligen 




Fig. s. 



Dreieck F^F" G; worauf e^^ = F^F gezogen werden kann. Ein- 
faoher gelangt man zu e/, indem man F^ aus den Beziehungen: 
F" F'' 1,6^ und F'^E=.FF konstruiert. Das Bild g-^ einer in E 
gelegenen Eigur % ist zu ihrer Umlegung g" um «^ affin und affln 
gelegen. Die Affinitât ist bestimmt durch ihre Achse e^ und die 
sich entsprechenden Puntte F^ und F'', deren Verbindungslinie 
die Eichtung der Affinitâtsstrahlen angibt (vgl. 80 Bd. I). Mit Be- 
nutzung dieser Affinitât ist in der Eigur das Bild A, eines in E 
gelegenen Kreises h aus der Umlegung k° konstruiert. 

Zugleich hat unsere Eonstruktion den Neigungswinkel e, der 
Ebene E gegen die Bildebene als i_ F^ GF" ergeben. Ihr Nei^ngs- 
winkel «^ gegen die GrundriBebene wird nach Angabe von e wie 
frûher gefunden (vgl. 77 Bd. I). ^ 
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17. Zum gleiohen Zwecke wie oben wendet man. auch die 
Paralleldrehung einer Ebene E zur Bildebene TT3 an, und 
zwar namentlich dann, wenn die Spurlinien niclit bekannt aind, son- 
dern die Ebene durch drei ihrer Punkte Â, J3, G oder zwei ihrer 
Geraden gegeben ist. Das Verfabren ist dem in 85 Bd. I angegebenen 
vcjllig analog. Eine zur 
Bildebene TTj parallèle 
Hilfsebene TT3 schneide 
die Ebene des Drei- 
eokes ABC in der Ge- 
raden a — D ]!J[a^ \\ x), 
die wir als Drehaohse 
benutzeUj um AB G sIb 
A'^B'W^ in TTg umzu- 
legen, worauf das Bild 
die "wahre Gestalt des 
Dreieckes zeigt (Fig. 9). 
Zuerst werde A umge- 
legt. Man f aile Ton A û, 

das Lot A F auf TTg 

o') und Yon F das Lot 




'^C/ 



^f 




Fig. 9. 



F G auf a [Ffi^S_ aj, dann ist AG das von A auf a gef alite Lot. 
Nun ist AG die Hypoténuse in dem i\AFG oder in dem A ^l.'^F^G^ 
[A°F^ = A^Fg); triigt man also AJ^G^ = ^/ff, senkrecht zu a^ auf, 
so ist A/ das Bild des umgelegten Punktes A. Ist A/ gefunden, 
so erhâlt man das Dreieck A/£/Gf als das zu Â^Bfi^ in bezug 
auf die Aolise a^ affin gelegene. 

18. Um aus einem gegebenen Punkte P das Lot auf 
eine Ebene E zu fâllen, legt man die zweite projizierende Ebene 
dièses Lotes l um l" in die Bildebene TTa um (/" _L «2) (Fig. 10). Dièse 
Ebene achneidet E in der Falllinie FG (_L e^ und enthalt das ge- ■ 
suchte Lot l=PQ (l±FG); l" ist ihre zweite Spur und schneidet e^ 
senkrecht in F\ das Bild ihrer ersten Spur lâuft parallel zu y^ und 
trifft e^j in G^. Man erhalt hieraus die Umlegungen ff" von G, P° 
von P und FG° von FG. Zieht man durch P" die Senkrechte P 
zu FG° und schneidet sie FG° und l" in Q° bzw. in Z^, so ist Q° 
die Umlegung von Q und Z^ der zweite Spurpunkt von l; folglich 
ist Zj = Z^ P^ das Bild des gesuchten Lotes und // = i/j'P/ das Bild 
seines Grundrisses [Q^Q^WPopj G^'G,). Das Bild Q^ des FuB- 
punktes Q liegt auf FG , sein GrundriBbild Q' senkrecht darunter 
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auf Z;. Die Strecke P^Q" gibt die wahre Lange von PQ an. — 
Uûser Verfahren kann aiich umgekehrt dazu dienen, in einem ge- 




Fig. 10. 

gebenen Punkte Q, der Ebene E eine Normale QP von vor- 
geschriebener Lange zu erriobten. 

19. Von einem Punkte P und einer Geraden^ seien die beiderlei 
Bilder P,, P/ und g^, g^ gegeben (Fig. 11). Um den senkrechten 
Abstand PQ des Punktes P von der Greraden g zu zeichuen 
und seine wabre Lange zu finden, dreben wir die Ebene Pg in eine 
zur Bildebene parallèle Lage. Als Drebachse a zieben wir die 
Pai-allele zu J\^ durcb P, die g (in A) trifft. Ibr GrundriBbild a/ ist 
parallel zu x durcb P/ zu zieben; der senkrecbt liber A^ = a^ xg^ 
auf g liegénde Punkt A^ bestimmt mit P^ das Bild a^ der Acbse a. 
In die parallel zur Bildebene durcb a gelegte Ebene TTg ist die 
Gerade g mit dem Lote PQ umzulegen. Nacb der Drebung er- 
scbeinen ihre Bilder g/ nnd P^Q/ zueinander rechtwinklig, und 
letzteres gibt die wabre Lange PQ an. Die Drebung selbst wird 
ausgefiibrt, indem man von irgend einem Punkte B der Geraden g 
das Lot BG auf die Ebene TTg und von dessen FuBpunkt aus das 
Lot CI) auf die Acbse a fàllt (vgl. 17). Die Hypoténuse eines 
recbtwinkligen Dreieckes mit den Katbeten BG und CD ergibt, von 
D aus auf i) G abgetragen, einen Punkt 5^ der umgelegten Geraden ^^, 
deren scbiefes Bild g/ zu zeicbnen ist. Auf diesem erbâlt man Q/ 
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[PgQs'^ 1. gs^) ''^^'^ sodann Q^ duroli die Bemerkung, daB Q/Ç., 
\\JB/ Ji^ sein mu6. Demnach kônnen beide Bilder P^Q^ und P/§/ 
aezeiclinet werden. 




■--V 



^/ 




Eig. 11. 

20. Den Winkel « zweier gegebenen (sich solineiden- 
den) Geraden^ und A bestimmt man am einfachsten, indem man 




^'.f Fig. 12. 
in der Bildebene die Verbindungslinie a der Spurpunkte G^ und E 
der Schenkel zieht und den Scheitel S des Winkels um a in die 
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Bildebene Diedeiiegt (Fig. 1 2). Zu diesem Zwecke hat man das von S 
auf TT3 gef alite Lot als S^S" darzustellen, ans S" auf a das Lot S" T 
zu fallen und auf seine Verlângernng von T ans die Strecke !rS° 
abzutragen, die der Hypoténuse eines rechtwinkligen, mit den 
Katlieten S S" und S"T gebildeten Dreieckes gleich ist. Dann ist 8'^ 
der niedergelegte Sclieitel S und z_ G^S'^B^ = a der gesuclate "Winkel. 
Ist 6^2-^2 nicht erreichbar, se schneide man die Geraden g und h 
mit einer zu TT2 parallelen Hilfsebene und lege in dièse um. 

Die Aufgaben; den Neigungswinkel einer Geraden g gegen 
eine Ebene E oder den Neigungswinkel zweier Ebenen zu 
bestimmen, konnen auf die zuletzt bebandelte zurllckgefuhrt werden. 

31. Der kiirzeste Abstand PQ zweier gegebener Ge- 
raden g und h. Sind ,9,, ^/ und h^, A/ gegeben, so ziebe man die 




_A-__,^_V___/ _ 



Pig. 18. 



zu h parallèle Gerade i, indem man i; = h; und ï^ x g, senkrecht 
uber a; X g^ annimmt (Fig. 13). Hierauf bestimme man die Spuren e^ 
und e^ derVerbindungsebene E^gi durch 6^^= G^/^^ und e^ = (? /. 
Durch einen Punkt von h, z. B. durch den Spurpunkt B^, lege man 
eme Ebene A normal zu e,j sie entbalt das von F^ auf E gefâUte 
Lot H^K, und dièses bat bereits die Eichtung und Lange des g,e- 
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suchten gemeinsamen Lotes PQ der Geradeii g und ]i. Legt man A 
um seine zu p.^ senkrechte Bildspur in die Bildebene um, so ergibt 
sich die Umlegung f° der zu e^ senkrechten FalUinie E X A == /" 
und als Normale zu ilir die Umlegung i/^Z" von E^K und hieraus 
K^ auf /j {K^K° lauft parallel zur Verbindungslinie des ersten Spur- 
punktes von /" mit seiner Umlegung), Zieht man durcli K^ die 
Parallèle k^ zu h^, so stellt sie die senkrechte Projektion von h auf 
die Ebene E=gi dar und schneidet g^ in P^. Durch P, ist das 
BildPjÇ^ der gemeinsamen Normalen PiQ von g und h parallel zu 
/fgl'^ zu ziehen; H^K" gibt ihre wabre Lange an. 

Es mag genûgen, die wichtigsten metrischen Aufgaben in 
schiefer Projektion gelôst zu haben. Man wird daraus erkennen, 
daB es nur weniger Abanderungen und Zusâtze bedarf, um die 
frtiher (71 — 91 Bd. I) fiir die orthogonale Parallelprojektion ent- 
wickelten Methoden auf aile âhnlichen elementaren Problème aus- 
zudehnen, deren L(5sung in schiefer Projektion verlangt -wird. 

33. Die Prinzipien, die zur Konstruktion des wahren und 
scheinbaren Umrisses eines gegebenen Objektes, sowie seiner 
Eigen- und Schlagschat- 
tenbeiParallelbeleuchtung 
fiihren (und die man in 151 — 1 53, 
328, 329, 364, 365, 372—374 
Bd. I angegeben findet), gelten 
filr jede Parallelprojektion, also 
auch fiir unser jetziges Dar- 
steUungsverfahren. Nimmt man 
atatt der Parallelbeleuchtung 
eine Zentralbeleuchtung an, 
so erfahren die Konstruktionen 
einige leicht zu iibersehende Ab- 
iinderuugen. In jedem Falle hat man zuerat die Lichtgrenze (den 
wahren UmriB) des Objektes zu bestimmen, Merauf suche man seinen 
Schlagschatten (scheinbaren UmriB) in der GrundriBebene bzw. in. 
der Bildebene und zuletzt den Schlagschatten des Objektes auf sich 
selbst. Bei der Ausfilhrung in schiefer Projektion beachte man die 
fûlgenden Satze; 

Ist ein^ Punkt P durch P,, P; gegeben und sind Z,, Z; die 
Bilder des ihn enthaltenden Lichtstrahles bzw. seines Grundrisses, 
so ist // das Bild des GrundriBschattens der Vertikalen g = FF, 
und ihr Schatten g* auf die Bildebene geht durch // x x recht- 
winklig zur .r-Achse, folglioh ist «*,= /, X ?/ das Bild des Grund- 




Fig. 14. 
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riBschattens von Q und Q'=l^x.ç* sein Schatten auf die 
Bildebene. Sind die Liclitstralilen parallel, so sind l^ und // 
durch ihre gegebenen Eichtungen und die Punkte F^ bzw. ?/ be- 
stiuimt (Fig. 14). Kommen die Lichtstrahlen aus einem ge- 
gebenen Punkte Ij, so sind l^ und IJ als Verbindungslinien Z^P^ 
bzw. iz/P/ bestimmt. 

Anwendungen der schiefen Projektion. 

23. Wir geben dazu iiber, das Verfahren der scbiefen Pro- 
jektion auf einige Beispiele anzuwenden und betracbten zuerst eben- 
flâcbige Korper mit ibren Schatten. 

Ein regelmaBiges Zwôlfflach sei durch eine seiner flinf- 
eckigen Seitenflâchen, die in der GrundriBebene liegen mag, gegeben. 
Nach 129 Bd. I bestimmt man leicbt seinen vollstàndigen GrundriB 
und die ersten Tafelabstânde seiner Eckpunkte. Indem man hierauf 
die Grundrisse der Ecken durch die schiefe Projektiou abbildet und 
von den Bildern aus in yertikaler Eichtung die bezûghchen Tafel- 
abstânde abtrâgt, gelangt man zu den Bildern aller 20 Ecken des 
Dodekaëders und hat nur noch seine Kanten auszuziehen. In 
Fig. 15 ist die Kante 1,2 der untersten Seitenflache parallel zur 
^-Achse gewâhlt. Man konstruiert ferner die Schatten der Ecken 
des Zwôlfflachs auf die GrundriB- bzw. Bildebene nach 22 unter 
der Annahme paralleler Lichtstrahlen {/^, //)• Die Lichtgrenze auf 
dem Zwôlfflach wird von einem windschiefen Zehneck mit den 
Ecken 1^ 2, 7, 13, 18, 19, 20, 15, 10, 5 gebildet, dessen Gegen- 
seiten wiederum parallel sind. Zu seinen Ecken gehoren die Punkte 
1, 19, ia denen l^ das Bild des Kôrpers, sowie die Punkte 10, 13, 
in denen l^ das GrundriBbHd streift. Dieser Schatten wird unter 
TJmstanden an der x-Achse gebrochen sein. Der AufriBschatten ist zu 
dem (ûber die a:-Achse hinweg fortgesetzten) GrundriBschatten affin 
(Affinitâtsachse x, Affinitatsstrahl ZJ und ist hierdurch bestimmt. — 
Nehen dem Dodekaëder stehe auf der GrundriBebene eine gerade 
Pyramide mit regelmâBiger sechseitiger Basis, die leicht in schiefer 
Projektion gezeichnet wird. Zieht man durch das Bild S^ der Spitze 
und ihr GrundriBbild S^' die Geraden l^ und IJ, so schneiden sie 
sich im Bilde S^^ ihres GrundriBschattens. Die Lichtgrenze auf der 
Pyramide wird von zwei Kanten SS und SU gebildet, deren Basis- 
punkte JB, B mit S^ verbunden die Grenzen des Schlagschattens liefern. 
Ihre Bilder iiberschneiden das von den GrundriBschattenbUdern der 
Dodekaëderkanten gebildete Netz. Geht man von den Schnittpunkten 
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in Parallelen zu 1^ bis zu den Bildern der Kauten selbst zuriick, so 
erhâlt man die Bilder der Eckpunkte des Schlagschattens der Pyra- 
mide auf das Zwolfflach. Um dabei auch den Schatten der Spitze 




Fig. 15. 

zu erhalten, benutzt man die Schatten der liber S hinaus verlangerten 
Kanten £S und US auf die Kante 16, 17. 

24. Darstellung eines geraden Kreiszylinders, dessen 
Grundkreis in TTj^ liegt (Fig. 16). Sei Â der Mittelpunkt des 
in TTi gegebenen Grundkreises k und A^ sein Bild, so erhalt man 
ziierst k^, das Bild des Grrundkreises, als eine zu k affin gelegene 
Ellipse; die Affinitâtsacbse ist die a;-Aobse; A und A^ sind ein Paar 
affiner Punkte. 

Der wahre UmriB des Zylinders fiir die scbiefe Projektion 
besteht aus zwei Mantellinien, deren Verbindungsebene die Zylinder- 
achse a enthalt und auf dem Q-rundriB o' jedes SebstraUes o senk- 
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recht steht. Maii findet die ersten Spurpunkte B und C der frag- 
liclien Mantellinien als Endpunkte des zu o' senkrechten Durclimessers 
von k. Durcli ihre Bilder B^ und C, zieht man zwei vertikale Linien, 
die den scheintarenUmi-iB bilden. Sie berûliren in diesen Punkten 
die Bildellipse k^ und schneiden x in zwei Punkten, die mit B bz-w. 
C auf Parallelen zu o' liegen. Der zu B^C^ konjugierte Durchmesser 
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von \^ deckt siob mit dem Bilde der Zylinderachse ; seine Endpunkte 
sind affin zu den Endpunkten des Durchmessers o' von k. 

Um den Schnitt l des Zylinders mit einer durch die Spuren e^^ 
und «2 bestimmten Ebene E darzustellenj suche man zwei konjugierte 
Durchmesser der Schnittellipse, z. B. die Durcbmesser in den Vertikal- 
ebenen durch BC und durch o'. Zunachst ergibt sich der Mittel- 
punkt M von l mittels einer Hauptlinie g von E (^Ji.ç'/ll «j,, <// 
durch A^. Die Verbindungalinie des Schnittpunktes von b[c^ und e[^ 
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mit Ji^ liefert die Berûhrungspunkte von l^ mit dem ZylinderumriB. 
Der hierzu konjugierte Durclimesser von \ filllt auf das Bild der 
Zylinderaclise. Die zu dem ersteren Durclimesser parallelenTangenten 
in den Endpunkten des letuteren und die zu J^^C^ parallelen Tangenten 
von k^ treffen sich auf e^^. 

Die Achsen der Schnittellipse / liegen auf einer Hauptlinie ff 
und einer Falllinie f von E. Die Konstruktion ihrer Spurpunkte G^r 
F.^, I]^ und ihrer Projektionen <;?/, ff^, f^, f^ ist ohne weiteres klar; 
die Bilder der Achsenendpunkte liegen senkrecht iiber den ent- 
sprechenden Punkten von k^. Die walire Gestalt der Schnittkurve l 
erhâlt man durch. ilire Umlegung in die Bildebene mn eg. Bei der 
Ausfularung fâllt man zuerst von 31 das Lot MM" auf TTa (im 
Bilde M^M") und zielit durch M" die Normale zu e^; ilir Sclinitt- 
punkt HP mit einem iiber dem Durclimesser F^G^ geschlagenen Kreis 
bildet die Umlegung von Tlf {/_ F^M'^ 0^ = %. Die weitere Kon- 
struktion foigt aus der Affinitat von // und Z" (Acbse e^. 

Die Kurven A, h^, l^ und /" sind paarweise affin; entsprecbende 
Punkte sind A, À^, M^, M", entsprechende Geraden sind die Parallelen 
zu X durch A und A^ und die Parallelen zu e„ durch M und M". Je 
zwei dieser vier Geraden scbneiden sicb in einem Punkt der bezilg- 
licben Affinitâtsachse, die auBerdem den Punkt ,r X E enthalt. 

Um Eigen- und Scblagscliatten des Zylinders fur Parallel- 
beleucbtung zu bestimmen, denke man siob einen (etwa die Zylinder- 
acbse treffenden) Liclitstrahl l durcli sein Bild l^ und das Bild // 
seines Grundrisses gegeben. Die Licbtgrenze auf dem Zylinder be- 
stelit aus zwei Mantellinién, deren Bilder das Bild \ des Grund- 
kreiaes in den Endpunkten des zu Z/ konjugierten Durcbmessers 
treffen; die Bilder der Schattengrenzen im GrundriB sind die in diosen 
Punkten an k^ gezogenen Tangenten, also parallel zu ?/, usw. Die 
Schattenkonstruktion ist in die Figur nicht eingetragen. 

35. Darstellung eines geraden Kreiskegels, dessen 
Grundkreis 'in Hj liegt (Fig. 17). Die Abbildung des Grund- 
kreises A (Zentram A) wird genau wie bei der vorigen Aufgabe er- 
halten. Der wabre UmriB des Kegels fiir die schiefe Projek- 
tion bestebt aus den beiden Mantellinién, deren Tangentialebenen den 
dui-ch die Spitze S gezogenen Sehstrabl o entbalten. Sei S^ der erste 
Spurpunkt desselben; die ersten Spurpunkte B und G jener Mantel- 
linién findet man dann auf der Polare von S, in bezug auf k. Die 
Affinitat zwischen k und \ liefert die Punkte B^ und C, und damit 
die Mantellinién des scheinbaren Umrisses S^B^ und S^G^, die k^ be- 
rûbren. Ziebt man die Linien S^B und S^G, die den'Xreis k be- 
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riihren, so schneideu sie auf der .r-Achse Punkte der sclieinbaren 
UmriBlinien des Kegels aus. 

Zur Bestimmung der Eigen- und Schlagschattengrenzen werde 
durch die Spitze S des E^egels ein Liclitstrahl l gezogen und sein 
Spurpunkt in TTj durch 8^, sowie dessen Bild durch S^^ bezeichnet. 
Die Tangentialebenen durch / an den Kegel beriiliren ihn in den 

'4 







Pig. 17. 

Mantellinien SB und SB seiner Liohtgrenze; ibre ersten Spurlinien 
sind daher die aus S^ an k gelegten Tangenten. Die Sebne DE ist 
somit die Polare TOn 8^ in bezug auf A; ebenso ist B^D^ die Polare 
von S^^ in bezug auf \. Die Tangenten S^^B^, S^^M^ begrenzen im 
Bilde den GrundriBscbatten. In der Figur erscheint derselbe an der 
a--Achse gebrochen und im AufriB fortgesetzt. Die Yertikale durch 
den Punkt Z/ x x trifft l^ in dem ,Schatten -S* der Spitze S auf TTj. 
Die Konstruktion gilt gleichmâfîig fiir parallèle oder zentrale Be- 
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leuchtung; im Falle der letzteren verbindet der Lichtstrahl l den 
leuclatenden Punkt L mit der Sjoitze S. 

26. Um in sohiefer Projektion die Abbildung einer auf 
der GrundriBebene TTj liegenden Kugel mit ibren Eigen- 
und Sch.lagscliattengrenzen (ftir parallèle LicMstralilen) zu er- 
balten, denkt man sich am einfachsten die Bildebene TT2 durch den 
Kugelmittelpunkt 7Ti gelegt (Fig. 18). In dieser zieben wir zwei Durch- 
messer, den vertikalen AB und den horizontalen CD, und bilden den 




Fig. 18. 

auf TTa senkrechten Durcbmesser MF als B^F^ ab. Die Kugel scbneidet 
die Ebene TTg in dem Hauptkreise m^ADBC und beriihrt TT 
in dem Punkte A. Die durcb FF horizontal bzw. vertikal gelegten 
Ebenen schneiden die Kugel in zwei weiteren Hauptkreiaen n und k, 
deren Bîlder als EUipsen mit den konjugierten Durcbmessern CD 
iiQ'i -®,-^,, bzw. AB und B^F^ bestimmt werden. — Der wahre 
UmriB der Kugel filr die scbiefe Projektion ist ein Hauptkreis u, 
desfeen Ebene auf dem Sebstrabl = FF^ senkrecht steht. Der 
Durcbmesser iVO von u liegt in der Bildebene [NO ± 0", 0" == F M) 
und ist zugleicb die kleine Acbse des scheinbaren Umrisses ît^. Se'ine 
groBe Acbse P^Q^ ist das Bjld des Durcbmessers PQ you m,' der auf 

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii 



30 Sohîefe Paralleljwojektion und axonometrische ProjôMion. 






A^O senkrecht steht. Die in ^^ M normal zu TT, errichtete Ebene 
entlialt sowolil o als auch FQ; durch ihre Umlegung in die Bildebene 
ergibt sich zunachst o^ = MU^ und dann der umgelegte Durch- 
messer P^ Q^ rechtwinklig zu o^. Die durch P^ und Q^ parallel zu 
«„ gezogenen Strahlen schneiden auf U^ F^ die Punkte P^ und Q^ aus. 
Fiir die gesuchte Halbaclise der Ellipse u^ giit auch MP^ = NB^, 
denn die Dreiecke A^^^ J/ und MF^F^^ sind kongruent, und folglich 
sind E^ und F^ die Brennpunkte von u^. Die Umrifiellipse u^ berilhrt 
die Bilder der drei Hauptschnitte /(, m, n in je zwei diamétral 
gegeniiberliegenden Punkten; ihre Tangenten sind in diesen Punkten 
bzw. parallel zu x, y^ und z, da die geraden Kreiszylinder durch 
h, m, n die Kugel beruhren und folglich gleiches filr ihre Umrisse 
gilt. Die Berilhrungssehnen der Bilder A,, m, n^ mit dem schein- 
baren UmriB u^ sind nichts anderes als die Bilder der Spuren der 
UmriBebene mit den Ebenen Yon k, m und n. Man zeichne daher 
das Spurendi-eieck einer zui- UnuiBebene parallelen Ebene; dann 
sind jene Berilhrungssehnen bzw. parallel zu den Bildern der Seiten 
des Spurendreieckes (in der Figur nicht gezeichnet). 

Die Lichtgrenze auf der Kugel ist der Hauptkreis v, dessen 
Ebene senkrecht zur Liohtstrahlrichtung steht. Sein Bild, die Ellipse 
«j, bestimmt man aus zwei konjugierten Durchmesaern, denen recht- 
winklige des Kreises v entsprechen. Wir ziehen einen Lichtstrahl Z 
durch das Kugelzentrum M uud bestimmen seinen Spurpunkt M^ in 
TTi sowie dessen Bild M^^. Zwei rechtwinklige Durchmesser UF 
und XY von v finden sich in der Bildebene selbst und in der senk- 
recht zu ihr durch / gelegten Ebene. UF ist rechtwinklig zu F 
= MM^'). Legt man l um l" nach /" in die Bildebene um, so ge- 
langt MX in die zu 1° rechtwinklige Lage i/Z° [P = MMJ', 
j\"M^^ = M;'j\ und ±3FMJ'). Man findet demnach MX^ aus 
der Bemerkung, daB die betrachtete Figur sowohl zu ihrer Umlegu.ng 
als auch zu ihrem Bilde affln liegt und zwar beide Maie in bezug 
auf die Achse 1"; es sind alao auch Umlegung und Bild, z. B. MJ' 
'^^^ ^*,i ^î" ™<i ^, affin. Sind die konjugierten Durchmesser V /' 
und X^ Y^ von «^ bestimmt, so erhalt man die Grundriase U' V und 
^/ ^/; erstere liegen auf x, letztere ergeben sich aus X Y und 
X" 7" (XOX" J. Z", X" auf Z"). Die Bilder der zugehorigen GrundriB- 
schatten findet man dann nach 22; sie bilden konjugierte Durch- 
messer der Ellipse î)^^, also des Bildes der Schlagschattengrenze 
in ÎTi. — Ein zweites Verfahren zur Darstellung der Eigen- und 
Schlagschattengrenzen der Kugel geht von den rechtwinkligen Durch- 
messern G E und JK des Kreises v aus, von denen der erste in der 
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horizontalen Diametralebene, der andere in der senkrecht zu ihr 
durcli l gelegten Ebene gefunden wird {JK X. l)- Der GruadriB A G' 
des Halbmessers MG ist senkrecht zu M^Â[— l') zu zielien und er- 
gibt sofort GJ und G^. Legt man ferner die Ebene AMIÎ,^ durch 
Drebung in die Bildebene um, webei M^ in M^a auf x ûbergehen 
mag [AM^A — A3Q, so nimmt / die Lage /j auf dem Kreise AD BC 
ein, ftir welche J/i/j J_ -Mi^j ist; das Bild J^ entsprioht dem Punkte 
Ji ebenso wie M^^^ dem Punkte M^^ durch Affinitat in bezug auf 
die Achse AB. Was die Bilder der GrundriBschatten der Durch- 
messer GR und JK betrifft, so ist G,^^H.^^i!^ ^s-^s '^'^^ '^*s^^*s ^^^ë^ 
auf Z/ (=^, «^s Jl -^s ^'*s 11 y- Die EUipsen v^ und «.j.^ aind perspektiv- 
affin; die Achse ist durch den Schnittpunkt /^ A'^ X {,' parallel zu 
G^E^ zu ziehen. 

27. Wir geben im folgenden Darstellungen der Flachen 
2. Grades in schiefer Projektion, indem wir ihre Achsen bzw. 
die in ihren Symmetrieebenen 
gelegenen Hauptschnitte als 
bekannt voraussetzen (vgl. 162 
Bd. IH). 

EinEllipsoid sei durch 
seine HalbachsenOZ, 01, QZ 
gegeben, Yon denen wir X 
und Z in der Bildebene 
selbst annehmen, wahrend T 
durch das Bild Z (nach An- 
nahme eines bestimmten Ver- 
kiirzungsverhaltnisses) fixiert 
wird (Fig. 19). Es sind dann 
F und OZ, OZ und OX, OX 
und Y^ Paare konjugierter 
Durchmesser fur drei Ellipsen 
(,) "») «s! welche die Haupt- 
schnitte des Ellipsoïdes dar- 
stellen. Der wahre IJmris u 
des Ellipsoïdes liegt in der zur 
Sehstrahlrichtung konjugierten Diametralebene; der scheinbare UmriB 
w, ist ebenso wie die EUipsen l^, m, v^ aus konjugierten Duroh- 
messern bestimmt, die nach 209 Bd. III gefunden werden. Die 
Ellipse u^ berûhrt in den Endpunkten ihrer zu x, y^ und z konjugierten 
Durchmesser die EUipsen l^, m, n^, woraus.die Beriihrungspunkte auf 
den letzteren leicht konstruiert werden. Man findet z. B. ftir die 




Pig. 19. 
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Ellipse m den Halbmesser G auf y^ und seinen konjugierten Halb- 
messer OD mit Hilfe eines affineu Kreises, der um 0^ (auf x) mit 
dem Eadius 0^1= OZ geschlagen ist; die Affinitatsaclise geht durch 
J parallel zu z, die Affinitiitsstralilen liegen parallel zu x. Ist nocli Y J 
rechtwinklig zu y^ tind gleich 6, ferner E^ auf y^ gleicli J, 
so sind OD und H^ konjugierte Halbmesser von u^. 

38. Ein einscbaliges Hyperboloid sei durch seine beiden 
reellen Halbachsen X und I und die imaginare Halbaolise Z 

gegeben. Wir benutzen 
die Ebene OXZ als 
Bildebene und stelleu 
07 in scbiefer Projek- 
tion als 7^ dar (Fig. 
20). OJ^ und 0^ sind 
konjugierte Halbmes- 
ser der Hyperbel l^, 
die als Bild des zu 
X normalen Haupt- 
scbnittes l auftritt; 
ihreAsymptotenbaben 
die Eichtungen der 
Diagonalen des aus 
OI>ndO^(alsSeiten) 
gebildeten Parallélo- 
grammes. O^und OZ 
bilden die imaginare, 
bzw. réelle Halbachae 
der in der Bild- 
ebene selbst gelegenen 
Hauptsclinitthyperbel 
m. Die Asymptoten- 
paare der Kurven l 
und m bilden die ent- 
sprechenden Hauptschnitte des Asymptotenkegels unseres Hyper- 
boloides. Der zu z normale Hauptscbnitt n wird durch die ElUpse n 
dargestellt, fur welche OX und 7, konjugierte Halbmesser sind! 
Die Querschnitte, normal zu z, die das Hyperboloid und seinen 
Asymptotenkegel unten und oben begrenzen, werden durcli EUipsen 
dargestellt, die zu n, ahnlicli und ahnlich gelegen sind. Die zur 
Sehstrahlrichtung konjugierte Diametralebene schneidet das Hyper- 
boloid in dem wahren UmriB u, einer Hyperbel, und den Asymptoten- 




Kg. 20. 



Schiefe ParallelprojeUion und axonomeirische ProjeUion. 33 



kegel in. den zugehôrigen Asymptoten, die den wahren UmriB dièses 
Kegels bilden. Den scheinbaren UmriB u^ (und seine Asymptoten) 
bestimmt man ans konjugierten Durchmessern, die nach 213 Bd. III 
gefunden werden. Man findet zuerst in der Ellipse n^ den auf z ge- 
legenen ïïalbmesser F^ und seinen konjugierten G^. Maclit man 
sodann 27 auf ^ gleich der Katbete eines recMwinkligen Dreiecks, 
dessen Hypoténuse gleich OZ und dessen andere Eathete gleich P^ 
ist, so bilden G^ und II konjugierte Halbmesser der Hyperbel u^. 
39. Ein zweischaliges Hyperboloid habe 01 und 7 als 
imaginare und OZ als réelle Halbachse ; wir stellen die Achsen wie vor- 
her dar (Fig. 21). Dann 
sind 1; und OZ, bzw. 
OXund 0.^ konjugierte 
Halbmesser bzw. Halb- 
achsen der Hyperbeln l^ 
und m, welche die zu x 
und y normalen Haupt- 
schnitte darstellen; der 
dritte Hauptschnitt ist 
imaginar. Die Asym- 
ptotenpaare der Haupt- 
schnitte bilden wie- 
derum die entsprechen- 
den Hauptschnitte des - 
Asymptotenkegels, der 
Hernach bestimmbar 
ist. Die zu z normalen 
Querschnitte, welche 
das Hyperboloid und 
seinen Asymptotenkegel 
unten und oben be- 
grenzen, sind EUipsen 
und zu der ans den 
konjugierten Halbmes- 
sern OX und OY kon- 

S 

struierbarenEllipse ahn- . 
lich und ahnlich gelegen. 
werden Ton Hyperbeln u 




Kg. 21. 



Der wahre und der scheinbare UmriB 
und Mj gebildet; die letztere konstruiert 
man nach 218 Bd.III. Man findet die konjugierten Halbmesser OG^ 
und OE Yon u^ genau wie beim einschaligen Hyperboloid, nur ist 
jetzt 6^ ein imaginarer und OE ein reeller Durohmesser. 

BoHir u. PAPPEEITZ. n. i. Aufl. 3 
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30. Wir schalten eine Ûbeiiegung ein, die sioh auf die Auf- 
gabe bezieht: eine Parabel zu zeichnen, wenn zwei ihrer 
Punkte P und Q, die Tangente t in P und ein Durclimesser d 
gegeben sind (Fig. 22). Zieht man durch den Mittelpunkt If der 
Sehne PQ eine Parallèle zu d, so trifft sie t in fF und Q fF ist die 
Parabeltangente in Q. Ist nun S der Scheitel, UF die Scheiteltan- 
gente und T der Schnittpunkt der Achse mit FQ, so ist 2^7 ^ F ein 
Parallelogramm (rgl. 263 Bd.I) und TfF halbiert VF, sowie die dazu 
parallèle Strecke PR, wo Ji auf Q W liegt. Man zeicline also MU] 
WQ und PB X MJF; kalbiert man PU in N, so ist T = PQ X JFA' 




Kg. 22. 

ein Punkt der Achse und der Scheitel S ist der Mitteipunkt der 
Strecke Kl/, wenn die Achse die Linien PB. und f bzw. in Xund L 
schneidet. Der Brennpunkt J? liegt auf der zu ZU senlîrechten Ge- 
raden UF; denn nach 92 Bd. III liegen die FuBpunkte der Tom 
Brennpunkte auf die Paraheltangenten gefâllten Lote auf der 
Scheiteltangente. 

31. Ein elliptisches Paraboloid werde durch seine in TT^ 
hzw. TTj gelegenen Hauptschnitte l und m gegeben; es sind diea zwei 
Parabeln, die auf derselben Seite Ton TTi liegen^ deren Achsen mit 
der Flâchenachse z und deren Scheitel mit dem Flachenscheitel 
zusammenfallen (Fig. 23). Wir wahlen auf z auBerhalh der Flâche 
einen Punkt K, dessen Polarebene die z- Achse in S {0 S = K, 
vgl. 262 Bd. I) und das Paraboloid in der Ellipse k schneidet; durch 
k denken wir uns die Fliiche begrenzt. Die Parabeln l und m kann 
man sich etwa durch ihre (auf z gelegenen) Brennpunkte F und G 
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in Verbindung mit den iibrigen Angaben bestiramt denken. Man 

konstruiert dann leicbt die Parabeln l und m, sowie von ersterer das 

BildZ,, iosbesondere aber ibre zu der z-Acbse normalen Sebnen durcb 

S, namlicb ÂB und CD (bzw. das Bild C^B). Wird H auf x so 

gewablt, daB i.KEG = R ist, so ist SA ^2. OH. Analog ist 

S0^ = 2.0J^, wenn J 

auf y und L. KJF = R. 

^5 und G^B^ bilden 

konjugierte Durcbmes- 

ser der Ellipse h^, die 

biernacb konstruierbar 

ist. Liegen L und M^ 

auf ^^ bzw. C,i?, un- 

endlicb fern und ist 

A' der unendlicb ferne 

Punkt der z-Acbse (also 

aucb der des Parabo- 

loides), so bat man die 

zu den Eicbtungen 8L 

und S M^ konjugierten 

Durcbmesser N F bzw. 

NQ, der Parabeln l^ 

und m, sowie die Po- 

lare UF von K in be- 

zug auf die Ellipse k^ 

zu konstruieren. Nacb 




Fig. 28. 



202 Bd. III sind dann N, F, Q, U, 7 Punkte der Parabel u^, die 
den scbeinbaren UmriB unserer Flâcbe bildet; F ist ibr Scbeitel und 
ibre Acbse liegt parallel zu z. Hiernacb kann ?/, gezeicbnet werden. 
33. Ein byperboliscbes Paraboloid sei durcb seine beiden 
Hauptscbnittparabeln / und m in den Ebenen TTg bzw. TTj gegeben. 
Der Eliicbenscbeitel bilde den Ursprung und TTi sei die zugebôrige 
Tangentialebene. Von den Parabeln l und m seien die Brennpunkte 
F und G auf z gegeben; aus ibnen werden l und m, sowie das Bild /^ 
konstruiert (Fig. 24). Wir wablen auf der 2-Acbse zwei von gleich- 
weit entfernte Punkte / und K. Die Polarebene von K gebt parallel 
zu TTi durcb / und scbneidet das Paraboloid in einer Hyperbel k; 
ibre Scbeitel G und B sind die Scbnittpunkte der Parabel / mit der 
Polare des Punktes K und werden ebenso wie in 31 dargestellt. 
Ferner ziebe man die Polare von / in bezug auf m durcb K parallel 
zu X und bestimme auf ibr in analoger "Weise die Punkte A und B 

3* 
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der Parabel m. — Je zwei zur Ebene TTg parallèle Schnitte unserer 
Fliiche sind kongruente Parabeln, denn sie liegen zugleioh auf einem 
Zylinder (142, 149 Ed. III). In den durch A und JB gelegten 
Parallelebenen zu TTg findet man daber die zu / kongruenten Pa- 
rabeln n und o; ibre Bilder sind kongruent zu l^, die Acbsen parallel 
zu z und ibre Scbeitel entsprecben sicb in derselben Weise wie die 
Punkte und A bzw. £. Wir denken uns das byperboliscbe Para- 
boloid durcb die Kurven k, n und o begrenzt. Die Ton A bzw. B 
auf die .r-Acbse gef allten Lote sind gleich /; die durch ibre FuB- 




Mg. 24. 

punkte parallel zu y gezogenen Sebnen PQ unà R S Ton n bzw. a 
liegen in TT^ und sind gleich CD. Daher bilden die Linien PS und 
QE den Schnitt der Flache mit der Tangentialebene in 0, da je 
drei ihrer Punkte auf dieaer liegen. Ferner ist APOO ein Parallelo- 
gramm, dessenEcken der Flache angehôren, und da die eine Diagonale 
OP auf ihr liegt, gilt dies auch von der anderen^Û Ebenso sind 
GB, £I),DA Erzeugende des Paraboloides; AG,qii,BB gehôren 
der einen Schar von Erzeugenden an, AB, PS, CB der anderen. Die 
Bilder dieser seohs Geraden sind in die Figur eingetragen. Die Par- 
allelen durch /zu PS und QR bilden die Asymptoten der Hyperbel k; 
2u ihnen sind die Grundrisse beider Erzeugendenscharen parallel.: 
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Es bleibt noch iibrig, die zu den EicMungen von x bzw. y^ 
konjiigierten Durchmesser der Parabeln Z^ und m zu bestinamen. 
Ersterer endigt in dem Scheitel Z^ von Z,, letzterer in dem Punkte 
M von m. Nacli 202 Bd. III sind dann X, und M Punkte des 
scbeinbaren Umrisses der Elâche, niimlicli einer Parabel u^, und 
zwar ist Z^ ibr Scbeitel und ibre Acbse ist parallel zu z. îlieraus 
ist sie nacb 30 konstruierbar. In dem Berûbrungspunkte 0^ der ; 

Parabel o, mit u^ endigt ibr zur Kicbtung i? J konjugierter Durcb- 
messer. Denn £ J ist eine Mantellinie des Zyliuders, der das Hyper- 
boloid langs der Parabel o beriibrt, da SJ die Tangente von m in . 

B also aucb eine Tangente des Hyperboloides und TTg Symmetrie- 
ebene von Hyperboloid und Zylinder ist. Demnaob gebôrt 0^ dem 
UmriB dieser beiden Flacben an. Analog findet man den Berlihrungs- 
punkt A\ von u^ und n^ als Endpunkt des zur Eicbtung A J kon- ; 

jugierten Durobmessers. ' l 

83. Wir erlâutern das Verfabren der scbiefen Projektion schlieB- f 

licb nocb an dem Beispiele eines Rotationskôrpers, der als archi- 
tektoniscbes Glied an runden Postamenten ôfters vorkommt. Die l 

Eotationsacbse a sei vertikal gestellt, die Bildebene TTa durcb aie 
gelegt und in dieser der Meridianscbnitt des Kôrpers gegeben. Der : 

Halbmeridian bestebt aus den Strecken _S C und G (die beide a ; 

senkrecht schneiden), CD und F G (beide parallel zu a) und aus 
einem Kurvenbogen m, der seine konvexe Seite der Achse zvikebrt l 

{Fig. 25 u. 26). Um einfacbe Konstruktionen zu baben, setzen wir " 

die Kurve m aus zwei Kreisbogen zusammen, die in U eine gemein- i- 

same, zu a parallèle Tangente babeUj wâbrend ilire Tangenten in 
den Bndpunkten D und F borizontal liegen. Die Zentren der be- 
treffenden Kreise seien if und N. Der darzustellende Kôrper bestebt 
also aus drei Teilen, namlicb aus zwei zylindriscb begrenzten ebenen 
Platten und einem mittleren Teil, dessen Oberflacbe byperboliscb 
gekrilmmt ist. Um letzteren bandelt es sicb bauptsacblicb; wegen 
seiner Darstellung vergleicbe man 380 und 381 Bd. I. Damit wir 
den Kôrper samt Eigen- und Scblagscbatten abbilden kôunen, mtissen 
nocb die Eichtungen der Sebstrahlen o und der Lichtstrablen Z " 

gegeben sein. Es seien etwa GrundriB und AufriB derselben o', o" 
und Z', Z" bekannt, woraus man leiobt ein Projektionsdreieok, sowie 
I^ r konstruiert. 

Wie die zylindriscben Teile unseres Kôrpers abgebildet, wie ibre 
Eigenscbattengrenzen und die Grenzen ibres Solilagscbattens auf die 
GrundriBebene dargestellt werden, bedarf keiner Erklarung mebr 
(man vgl. 24). • r 
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Der wahre UmriB u der konvex-konkaven Rotationsflacho, 
welclie die Eurve m erzeugt, wird mittels des Kegelverfahrens er- 
mittelt. Sei p der Parallelkreis durch. don Punkt P der Meridian- 
kurve m und p" sein in der Bildebene gelegener Durchmesser. Die 
zu P gehorige Tangente von m treffe die Aclise a in ;S'; so ist S die 
Spitze des Kegels, der unsere Flâche langs des Kreisesp berûlirt; 
seine UmriBlinien treffen p in zwei Punkten, die dem Flaclienumrifi u 
angehoren, und deren Bilder berûhren u^ in den bez. Punkten. Man 
findet sie als die Beriihrungspunkte der Tangenten an p ans dem 
Punkte q, in welcliem der Sekstrakl durch S die Ebene des Parallel- 
kreises jD trifft. Jeder der fraglicben Punkte, z. B. U, liegt auf j» 
und auf dem Kreise iiber dem Durchmesser QR, va H = a x p" ist; 



t^~^ 



\ 



/ 






jS_ 



\ 



' \ ^^^ J ■^ Vç» 'A \ 

' ^ / \ jL^c -? /i \ 
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das Zentrum sei T. Den Ki-eis p und die Punkte Q, T, U zeicbnen 
wir um p" in die Bildebene umgelegt als p", Ç», I"", V und be- 
stimmen U^ als Bild von U in bekannter Weise; die zugehorige 
Tangente von u^ geht durch S. Tragt man parallel zu a von ?7 die 
Strecke J7, U; = R0 ab, so ist i7; ein Punkt des GrundriBbildes < 
von 7z. Man wiederholt dièses Yerfahren fto mehrere Parallelkreise, 
um hinreichend viele Punkte von u^ und «; zu erhalten. BeziigUch 
der besonderen Punkte sei folgendes bemerkt. l'iir den vom. Punkte B 
beschriebenen Kehlkreis k der Flâche geht ihr Tangentialkegel in 
einen Zylinder ûber; die UmriBpunkte auf k liegen daher auf dem 
zur Horizontalprojektion o' des Sehstrahles o senkrechten Durch- 
messer; in den Bildern derselben sind die Tangenten des schein- 
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baren Umrissea parallel zu a. Es gibt einen hôchsten und tiefsten 
Paralleikreis; der Tom wahren UinriB beriilirt wird. Der Sehstrahl 
des Berîibruiigspunktes tangiert deii betreffenden Meridian und enthiilt 
die Spitze des Tangentialkegels, der dem betreffenden Parallelkreis zu- 
gehôrt. "Wird also ein Sebstrabl o (durcb 8) um die Acbse a bis 
in die Bildebene gedrebt, so schneiden die zum gedrebten Seb- 
strable oj parallelen Tangenten des Hauptmeridians m die Aobse 
in den Bildern F^ und //', des bôcbsten und tiefsten UmriBpunktes. 




/-'.. 



-5.^ 



Kg. 26. 

Die bezûglicben Tangenten von u^ werden als Bilder der entsprechen- 
den Paralielkreistangenten leicht bestimmt. In den Sobnittpunkten 
des "Dmrisses u mit dem Hauptmeridian m steht die den Sehstrabl 
entbaltende Tangentialebene auf der Bildebene senkrecbt und folg- 
lich sind die Tangenten von m in ibnen parallel zum Aufrifi o"; 
bieraus werden die genannten Punkte auf m gefunden. An vier 
Stellen wird der UmriB u von Sebstrablen berûbrt, die Haupttan- 
genten der Flacbe bilden; den Bertibrungspunkten entsprechen Spitzen 
des scbeinbaren XJmrisses und beim Bilde u^' seines Grundrisses die 
Berllbrungspunkte der zu o/ (also zu a) parallelen Tangenten. Dièse 
Bemerkung dient zur Auffindung der vier Spitzen, falls gentigend 
viele Punkte von u und u' bekannt sind. 
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Um die Lichtgrenze v auf unserer Flâche zu finden, wenden 
wir wiederum das Kegelverfalireii an_, setzen aber an Stelle der Seh.- 
strahlen o die Lichtstrahlen /; im Prinzip wird hierdurch nichts ge- 
ândert. Das Bild v^ der Liclitgrenze beriihrt den scheinbaren 
UmriB u^ an zwei Stellen; die Beriilirungspunkte sind ans den 
Schnittpunkten von z// und v^ abzuleiten (in der Figur ist v^ niclit 
eingetragen). Genaner erbalt man dièse Stellen, wenn man durch £ 
einen Licht- und einen Sebstrahl zieht, die den GrundriB in B^ bzw. 
Bq scîineiden môgen. Dann besitzt der Kegel mit der Spitze B, 
dessen Basiskreis in T\-^ um beschrieben ist und die Gerade B,^ B^ 
beriibrtj eine zu l und o parallèle Tangentialebene. Seine in der 
Bildebene liegenden Mantellinien treffen x in Punkten, der en Ab- 
stânde Ton gleich der Lange des von auf B^_ B^ gef âllten Lûtes 
sind, Ziebt man zu diesen Mantellinien parallèle Tangenten an den 
Hauptmeridian m, so fallen fur die die Berûbrungspunkte entbalten- 
den Parallelkreise Umrifî und Lichtgrenze zusammen. Sind hin- 
reicbende Punkte der Lichtgrenze v im Bilde und GrundriBbilde 
bestimmt, so findet man leicht die Bilder ihrer Schatten auf TTi und 
damit die Schlagschattengrenze v^. 

Wir haben noch nôtig, von den Grenzen des Schlagsohattens 
des Kôrpers auf sich selbst zu sprechen. An die Lichtgrenze 
setzen sich in den Punkten, wo sie von Lichtstrahlen beriihrt wird, 
in der Eichtung derselben Schlagschattengrenzen an, z. B. BJ; das 
Bild E^ des Ansatzpunktes ist der Beriihrungspunkt von u^ mit einer 
zu i^ parallelen Tangente. Der Endpunkt / auf dem Parallelkreis 
durch F entspricht dem Schnittpunkte J'^ des Kroisschattens mit der 
Kurve v^; die Schlagschattentangente in / ist zur Tangente von v... 
in J^ parallel. Der untere Rand der zylindrischén Deckplatte wirft 
auf den mittleren Teil unseres Kôrpers Schatten; seine Begrenzung 
endigt in den Punkten von v, die den Ùberschneidungen von v,^ mit 
dem Eandschatten in TJ^ entsprechen {K und £^) und besitzt daselbst 
zu /^ parallèle Tangenten. Der hochste Punkt des Eandschattens 
wird bestimmt, indem man die zum Lichtstrahl parallèle Meridian- 
ebene in die Bildebene umdreht und den mitgedrehten Lichtstrahl 
durch den Eandpunkt B^^ mit dem Hauptmeridian schneidet; hierauf 
ist die der Eûckwârtsdrehung entsprechende Konstruktion auszu- 
fûhren. Yergleicht man die hier beschriebenen Konstruktionen mit 
denjenigen, wie sie in Kap. VIII Bd. I bei der Darstellung der 
Eotationsflâchen in Ortiiogonalprojektion verwendet wurden, so er- 
kennt man, daô die gesuchten UmriB- und Lichtgrenzpunkte hier 
genau so wie dort bestimmt und dann erst in schiefe Projektion 
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nmgesetzt werden; nur schlieBt sich dièse Umsetzung direkt an die 
Konstruktion der einzelnen Punkte in Orthogonalprojektion an. uj 
liât man nicM nôtig zu zeiclmen; man kann die Spitzen des schein- 
baren Umrisses u^ auch dadurch. erlialten, da6 man an u" die zu 
v" parallelen Tangenten ziekt; die Punkte von m" werden ja aber 
schon bei der Konstruktion von u^ erhalten. Ebenso kann man v^' 
bei der Konstruktion von v^.^ entbebren, da bierzu v^ und w", das 
sicb ja bei der Bestimmung von v^ nebenbei ergibt, genûgen. Sind 
X, und Z" zwei zusammengebôrige Punkte von v^ und v", so ziehe 
man durch X^ und X" Parallèle zu o^ bzw. o", dann ist X^.^ der 
Schnittpunkt von o^ und 0/ (0/ x 0" auf x). 



Oas Verfahren der schiefen Projektion, wenn Bild- und AufrîBebene 
vertikal, aber gegeneinander geneigt sind. 

84. Wir uebmen an, da6 Bild- und AufriBebene sich in der 
r-Ach.se schneiden, was ohne Wirkung auf das Bild erlaubt ist. Die 
Grundriôebene, welche die Achsen x und 7/ enthâlt, schneidet die 
Bildebene in einer Greraden <7, die wir Grrundlinie nennen woUen; 
ûm dièse G-rundHnie werde der G-rundriB in die Bildebene TT um- 
gelegt^). Punkte und Linien des umgelegten Grundrisses soUen ganz 
sbenso bezeichnet werden wie die betreffenden Blemente im Grund- 
ri6 selbst. Wird der AufriB um die 2:-Achse in die Bildebene um- 
»elegt, so sollen auch hier die umgelegten Punkte und Lini.en die 
gleiche Bezeichnung tragen wie im AufriB selbst. Die Bilder der 
Raumpunkte und Linien, sowie ihrer drei Eisse erhalten den Index s, • 
am sie zu kennzeichnen. Endlich finden gelegentlich noch die Bild- 
dsse von Punkten und Geraden (d. h. ihre orthogonalen Projektionen 
mî die Bildebene) und die Bildspuren von Ebenen (d. h. ihre Spuren 
;n der Bildebene) Verwendung; wir bezeichnen sie mit P+, ff"^, e^ usw. 

Sind g, z, y und x gegeben, so ist L.gx^a der Neigungswinkel 
ier AufriBebene gegen die Bildebene; kennt man auBerdem noch 
lie Sehstrahlrichtung, so ist die schiefe Projektion vôllig bestimmt. 
[n Fig. 27 sind die gleichen Strecken 0X= 07"= 0^ auf die Achsen 
mfgetragen; sie bilden die Kanten eines Wûrfels mit der Ecke 0, 
iessen gegeniiberliegende Ecke q sein môge. Seine ubrigen Ecken 
iind X, J, Z und q, q", q'". Nehmen wir das Bild q^ von q als 
îegeben an, so ist auch §/ bekannt (Q^q; = ^0). Sind ferner J 
md K die Schnittpunkte von Q'X bez. Ç'Jmit g, so gehen auch 
lie Bilder ^/X^ und Q/Z^ durch J bez. K, und die Bilder x^ und y 
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der Achsen sind zu ihnen parallel; damit sind dann die Bilder 
sâmtlicher Wûrfelkanten gefunden. 

Der uin g umgelegte G-rundriB und sein Bild sind affin, g ist 
die Affinitâtsachse, ^' und Q^ sind ein Paar affiner Punkte. Ebenso 
ist der um z umgelegte Aufrifi zu seinem Bilde affin, z ist die 
Affinitâtsachse, Q" und Q/' sind ein Paar affiner Punkte. Besonders 
erwâlinen wir noch, dafî die Aclise x und die Punkte auf ihr, z. B. 




Fig. 27. 

X, sowoU in dem umgelegten GrundriB wie ' in dem umgelegten 
AufriB auftreten; beim letzteren fâllt x in die Grundlinie g. X [axd g) 
und X^ sind entsprechende Punkte in der Affinitât zwischen dem- 
umgelegten AufriB und seinem Bild. Betracliten wir den Sehstrahl 
o = QQ„ so ist q^ sein Bildspurpunkt; dessen GrundriB liegt auf g, 
und aus beiden ergeben sich unmittelbar vom Spurpunkt Q^ Auf- 
und SeitenriB im Bilde. Verbindet man die Bilder der drei' Eisse 
des Spurpunktes Q^ bez. mit q;, q;' und Ç/", so erbâlt man o/, 
o" und o/"; dièse Bilder der SebstraHrisse fallen auf die Bilder 
der durcb q gehenden Wiirfelkanten. Denn die Ebene durcb o 
und o" entbâlt aucb die zu y parallèle Wurfelkante durcb q, sa 
daB ibr Bild und das von o" aufeinanderfallen; âbnlicbes gilt fur 
die Ebenen durcb o und o' bzw. durcb o und o"\ In der Figur 
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sind auch nocli o', o" und o'^ eingezeichnet ; o' geht durch, Q' und 
sclineidet sich mit 0/ auf g\ 0" geht durch Q" "^^^ schneidet sich 
mit 0/' auf z; 0+ ist die Ôrthogonalprojektion von (2' «2/ (also einer 
Parallelen zu d) auf die Bildebene. 

35. Machen wir jetzt die Annahme, es seien z und die Bilder 
x^ und y^ der beiden Achsen sowie zwei Strecken OX, und 01^ auf 
ihnen gegeben. Man soll nun umgekehrt die rechtwinkligen Achsen 
X, y und auf ihnen die Strecken 0X= 07 derart hestimmen, da5 
sie die vorgeschriebenen Bilder besitzen. Zu diesem Zweck yer- 
Tollstândige man 01^ und 01\ zu einem Parallelogramm mit der 
vierten Ecke in Ç/; seine beiden Seiten durch §/ môgen g m J 
und K schneiden (Fig. 27). Darauf beschreibe man liber JK al& 
Durchmesser einen Kreis, halbiere den Halbkreisbogen JK in L und 
ziehe 0L\ dièse Gerade schneidet den gesuchten Punkt Q' aus dem 
Kreise aus. Zieht man nâmlich Q'J, Q' K und durch die Achsen 
X {WQ'K) und y [WQ'J], so ist L.JQ'K^'R und i_jq'0= /-OQ'K 
= lE, als Peripheriewinkel ûber dem Kreisquadranten ; deshalb ist 
OXQ'T ein Quadrat und 0X=07 die wahre Lange der Wûrfel- 
kanteuj deren Bildlângen OX^ und 07^ sind; die Kante 0.^erscheint 
in wahrer GrôBe. 

36. Bevor wir zur Darstellung von Objekten in schiefer Pro- 
jektion ûbergehen, wollen wir noch kurz zwei besondere schiefe 
Projektionen besprechen. 
Es .môgen die Achsen 
2, X, y sowie g gegeben 
sein; die Sehstrahlrich- 
tung soll so bestimmt 
werden, da6 0X^= OX 
und 7^^\07 wird 
[0X=07=0Z). Man 
sucht dazu wieder wie 
vorher Q', J und K auf 
(Fig. 28), schlâgt um K 
einen Kreis mit dem 
Radius KQ' und um / 
einen Kreis mit dem 
Radius-L/Q'; beideKreise 
schneiden sich dann in 




Kg. 28. 



dem Bilde Q/ von Q', woraus sich weiter x^,y^, X^, Y^ und Q^ sofort 
ergeben. Aile zur a:-Achse parallelen Strecken erscheinen hier in 
naturlicher, aile zur ;/-Achse parallelen Strecken in halber natiirlicher 
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GroBe. Soll ein zweckentsprechendes Bild entsteiien, so darf man 
A a = /Lffx nicht zu grofi annelimeii. 

Wiederum seien x,i/, z und ff gegeben; eine Ebene, die in der 
z-Aclise auf der Bildebene senkrecht steht, sei parallel zur Seh- 

strahlrichtung o. Dann liegt 
Q/ mit Q' auf einer Senk- 
rechten zu ff (Fig. 29). Das 
Bild einesbeliebigenPunktes 
liegt dann nicht nur mit 
dam Bild seines Grundrisses, 
sondern auch mit seinem 
um ff umgelegten) G-rundrifî 
selbst auf einer Senkrechten 
zu g. 

Wiinsciit man insbe- 

sondere noch, dafî sich die 

Strecken OX und OY bei 

der Abbildung in einem be- 

stimmten Verbâltnis yer- 

kiïrzen, dafi also OI/.OX= m und OY^:OT= n wird [0X= 01 

= Z\ so kann man den Neigungswinkel a = L. g x nicbt mebr be- 

liebig wâblen; er ergibt sicb Yielmebr durch folgende Uberlegung. 

Setzt man /_ x^g = § und l.y^g = e, so erbâlt man OX.co^a 

= X. ces §, also cos a = m cos 8 und ebenso sin a ^ n cos s, ferner 

<5/ /. sin 6 = Ç/ K. sin § oder Q' J. n sin e = Q' K.m sin §. Daraus 

folgt weiter (Q'J)^in^ — sin^c;) = {Q' X)^{m^ — cos^a), und wenn man 

dièse Gleichung YOii[Q'J)^cos^c( — {Q'K)^sm^ci subtrabiert, kommt 

Q' J. -j/T^^ = q E. y 1 - m^, also : tan « == ]/T^I^ : fl^l?. 

Um zu einer reellen Lôsung zu gelangen, darf man die Werte m und n 

nicht zu klein nehmen. Kennt man a, so kann man X und I zeichnen 

und erhâlt X^ und' T^ sofort mittels der Werte m bez. w, auf den 

durch X bez. Y zu g gezogenen Senkrechten. 

37. Handelt es sich darum, das Bild eines Gegenstandes in schiefer 
Projektion zu entwerfen, falls sein Grund- und AufriB gezeichnet 
Yorliegen, so hat man den GrundriB zunâchst in die richtige Lage 
zu bringen, in der seine z-Achse mit der vorgeschriebenen a;-Achse 
zusammenfâllt. Hierauf entwirft man das Bild des Griindrisses als 
6ine zu ihm affine Figur und erhâlt die Bilder der einzelnen Baum- 
punkte, indem man durch die Bilder ihrer Grundrisse zur>-Achse 
parallèle Strecken zieht, deren Lângen man aus dem AufriB (als Ab- 
stânde der AufriBpunkte von der a;-Achse) entnimmt 
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In Figur 30 ist ein Beispiel fiir die Herstellung des Bildes aus 
zwei Eissen gegeben. Es iiandelt sich um ein Tonnengewolbe, 
in das ein Stichkappengewôlbe seitlich einschneidet; beide 
sind zylindrisch. und durchsclinitten gedacht von je einer Vertikal- 
ebene dnroh den Scbeitel des Tonnen- und Stichkappengewôlbes. Bei 
der Konstruktion des Bildes ist neben dem AufriB der SeitenriB ver- 
wendet, dagegen der GrundriB weggelassen worden; es ist das aus 
dem Grunde gescbeben, weil Auf- und SeitenriB einen besseren Ein- 
blick in die sicb darbietenden Yerbâltnisse gewâbren. AuBerdem ist 
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Fig. 30 b. 



die Sebstrabbicbtung so gewâhlt worden, daB der vor der Bildebene 
liegende Teil der GrundriBebene sich oberbalb der Grundlinie g 
abbildet; die Sebstrablen sind also von vorn unten nacb. rtickwârts 
und oben gericbtet. Durcb dièse Wabl werden beide Gewôlbe sicbt- 
bar, worauf es hier in erster Linie ankommt. 

In Figur 30 c sind x und y gegeben und daraus- x^ und y^ be- 
stimmt, wobei o' \_g genommen ist. Trâgt man also auf ar bez. y die 
betreffenden Strecken aus den Eissen auf und zieht die Senkrechten 
zu <7, so schneiden sie auf x^ bzw. y^ die Bildstrecken ab. Zunâchst 
ist das Bild des Seitenrisses ■ gezeichnet, der zugleich die vordere, 
Eandlinie /> des Tonnengewôlbes enthâlt. Seine hintere Eandlinie q 
liegt in einer Parallelebene zum SeitenriB, ihr Bild ist gegen das. 
von j5 in der Eichtung x^ parallel verschoben. Das Stichkappen-, 
gevyôlbe besitzt als Basiskurve den Kreisbogen ÂCB, dessen Ebene 
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zum Aufrifî parallel ist; A liegt im Seitenrifî, die Bilder von C und B 
ergeben sich ans dem AufriB, indem man auf der Vertikalen durch A 
die Hoiiendifferenz zwischen A und C bzw. A und £ auftrâgt, durch 
die so gewonnenen Punkte Parallèle zu x^ zieht und sie gleich deu 
entsprechend reduzierten Abstânden der Punkte C" bzw. B" von z 
macht. Die Tangente in B^ schneidet die Vertikale durch A^ in H^, wo- 

bei.^ // =^"/i": 
ebenso iindetman 
die Tangente in 
C^. In der Verti- 
kalebene durch 
den Kreisbogen 
ACB liegt noch 
ein zweiter kon- 
zentrischer Kreis- 
bogen, dessenBild 
sich in gleicher 
Weise bestimmt; 
ein mit ihm kon- 
gruenter Bogen 
liegt in der Auf- 
riBebene selbst. 
Beide Grewolbe 
durchdringen sich 
inderLinie-Z>/''''iJ'; 
dieStrecken^^Z?^, 
■ CF^^ BJ] sind 
zuy^ parallel, ihre 
Langen ergeben 
sich durch Reduk- 
tion ans den bez. 
Langen im Seiten- 
rifî. Die Tangente 
in i?^ ist parallel 
x^, die Tangente in E^ findet man wie folgt. Die Tangente im 
Punkte E der Durchdringungslinie hegt in den beiden Tangential- 
ebenen, welche die Gewôlbflâchen im Punkte E beriihren. Ihr Seiten- 
ri6 berûhrt den Kreisbogen in E'", ihr AufriB den Kreisbogen ^"C"^" 
in B" = E"] sie trifft die Ebene des letztgenannten Kreisbogens in 
einem Punkte /, dessen Bild sich aus J" und J'" sofort ergibt. 
Ebenso kann die Tangente in F gezeichnet werden. 




Fig. 30 e. 
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In dem Bilde (Fig. 30 o) ist noch der Schatten koBstruiert. Das 
Bild des LichtstraÙs l^ durch J)^ ist beliebig angenommen, ebenso 
der Schatten B* auf die Ebene des Ereisbogens ÂCB\ ÎJ' = A^D* 
mid . i;" = 1)^ Z; [A^ K^ Il z, i?* K^ \\ x^). Der Schlagscliatten einzelner 
Punkte der Durchdringungslinie DFE ist sonach einfach zu be- 
stimmen. Man ziebe z. B. durch F^ die Mantellinie i^^C ; sie wirft 
auf die Ebenen des Kreisbogens ACB und des Kreisbogens F G 
Schatten, deren Bilder zu l" bzw. y^ parallel sind und sich auf £^N^ 
schneiden. Sie werden von der Parallelen zu /^ durch F^ in den 
Bildern des Schlagschattens geschnitten, den F auf die eine und 
die andere Ebene -wirffc. Man kann so beliebig viele Punkte des 
Schattens der Liniei^^J' auf die beiden Ebenen konstruieren. Ins- 
besondere erhâlt man die Tangente des Schlagschattens im Punkte E^ 
als Schatten der Geraden JE auf die Flâche BB G. Zu diesem 
Zweck nehme man auf J^F^ den Punkt P^ an, ziehe durch ihn 
eine Parallèle zu y^ und schneide sie mit J^B^ in Q/, dann ist Q 
der Spurpunkt von PC in der Ebene des Kreisbogens ACB, man 
erhâlt also die Schatten von P auf die Ebenen ACB und EB G m 
der gleichen Weise wie vorher die Schatten von F. Der Eigen- 
schatten des Tonnengewôlbes geht durch den Bertihrungspunkt von p^ 
mit einer zu Z/" parallelen Tangente; eine Parallèle zu Z^'" durch U^ 
schneidet q^ in einem Punkt, durch den das Bild des Schlagschattens 
von Ur geht. Der Schatten von F f âllt nach P auf der Flâche FB G. 
Der Schatten auf den GrundriB ist weggelassen. 

38. Man kann das Bild eines Gegenstandes aus zwei Eissen 
auch in folgender Weise ohne Zuhilfenahme des Zirkels gewinnen. 
Man trenne Grund- und Aufrifi lângs der or-Achse auseinander und 
lege ersteren mit seiner Trennungslinie an die um g umgelegte 
a:-Achse, letzteren mit seiner Trennungslinie an die Grundlinie g, 
welche ja die um z umgelegte ar-Achse darstellt. Hierbei ist darauf zu 
achten, dafi Grand- und AufriB eines Punktes P durch Loten von P' 
auf X und von P" auf g den nâmlichen Punkt der Trennungslinie 
ergeben mtissen, daB also die Endpunkte der Lote von gleich 
weit abstehen mtissen. Um nun das Bild P^ eines beliebigen Punktes P 
zu zeichnen, lege . man durch P zwei Ebenen parallel zur Sehrichtung 
und- zwar die eine senkrecht zu TTi und die andere senkrecht zu TTg. 
Erstere schneidet T\^ in einer Parallelen zu o' und die Bildebene in 
einer Parallelen zu z; letztere schneidet TTg in einer Parallelen zu 'o" 
und die Bildebene in einer Parallelen zu y^. Zieht man also einer- 
seits durch P' eine Parallèle zu o' und durch ihren Schnittpunkt 
mit g eine Parallèle zu z, andererseits durch P" eine Parallèle zu o" 
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(und zwar in dem umgelegten Aufrifî) und durch ihren Schnittpunkt 
mit z eine Parallèle zu y^, so schneiden sich die genaimten Parallelea 
zu z und y^ im Punkte P^. Nimmt man insbesondere o' senkreclit 
zu ^ an, T^ie das in der schiefen Projektion in Figur 29 der Fall 
ist, so liegt das Bild P, Ton P mit P' auf einer Parallelen zu z 
und bestimmt sicli auf dieser mit Hilfe zweier Geraden, einer 
ParaUelen zu o" durch P" und einer Parallelen zu y^ durch den 
Schnittpunkt der ersteren mit z. In gleicher "Weise kanu man 
Punkte der GrundriBebene bestimmen oder auch die Affinitât zwischen 
dem umgelegten GrundriB und seinem Bilde benutzen. 

Damit das nach dem soeben geschilderten Yerfahren entwickelte 
Bild nicht durch die dabei verwendeten Eisse gestôrt wird, empfiehlt 
es sich, den GrundriB ziemlich weit nach unten zu Yerlegen. Der 
dazu gehôrige AufriB kann auBerdem noch beliebig in der Eichtung 
von o" verschoben werden, was auf das Bild ohne alleWirkung ist. 
39. Will man das Bild eines Gegenstandes konstruktiv ent- 
wickeln, ohne vorher seine Eisse zu zeichnen, so bedarf es dazu 
der Lôsung gewisser Fundamentalaufgaben. Aile Fragen, die sich 

auf die vereinigte Lage 
von Punkten, Geraden 
und Bbenen, auf ihre Ver- 
bindungs- und Schnitt- 
elemente, sowie den Pa- 
rallelismus beziehen, wer- 
den wie im vorigen Ab- 
schnitt behandelt. Eine 
Anwendung hiervon ist 
bereits in 37 an der 
dortigen Aufgabe bei der 
Bestimmung des Schlag- 
schattens gegeben wor- 
den. Es ertibrigt hier 
nur noch kurz auf die 
Bestimmung der wahren 
Gestalt und das Errichten 
von Normalen oder Fâllen von Loten einzugehen. 

Gilt es die wahre Lange einer StreckePÇ zu bestimmen, 
wenn P, Q^ und P/ §/ bekannt sind, so ziehe man P^ H^ :^: P/ QJ, 
dann ist AP-2Ç rechtwinklig (Fig. 31). Macht man also P/^, 1 
Q^QJ und = P'Q', so ist Pf Q^ die gesuchte Lange. Um die Lange 
von P'Q' zu erhalten, ziehe man durch Q^' eine Parallèle A^ zu (/ 
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und durch P/ Parallèle zu x^ und y^\ durch ihre Sclmittpunkte 
mit \ ziehe man ferner Parallèle zu x bez. y, sie schneiden sich 
in einem Punkte Po'(Po'P; || XXJ, so dafi P^' Q; ^ F Q' ist; denn 
Pg'^/ ist die um \ parallel zur Bildebene gedrehte Strecke P' Q'. 
40. Fiir die folgenden Konstruktionen machen wir die An- 
nahme, daB der Sehstralil dnrcli den Ursprung mit der z-Achse 
in einer zur Bildebene senkrecliten Ebene liegt, so da6 sicb aile 




Fig. 32. 

Normalen zur Bildebene parallel zur z-Acbse projizieren; zugleich 
setzen wir fest, dafi die Bilder dieser Normalen in balber nattir- 
liclier Grôfie er.sclieinen soUen. Die Anderungen, die unsere Kon- 
struktionen im allgemeinen Fall erfahren, sind leicht anzugeben; die 
Bilder der Normalen zur Bildebene, die librigens mit den Bildern 
ihrer Grrundrisse parallel und Yon gleicber Lange sind, besitzen als- 
dann eine beliebige Eichtung (sie sind parallel zu o"*" in Fig. 27) 
und yerkûrzen sich in einem bestimmten Verhâltnis. 

Es sei eine Ebene E mit den Acbsenscbnittpunkten J, B, C 

HOHN u. Pappebitz. H- é.Auîl. 4 
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parallel zur Bildebene zu drehen. Sind X und Y zwei be- 
liebige Punkte tou x und y, so fâlle man aus ibnen die Lote auf g, 
dann gehen x^ und y^ durch die Mittelpunkte dieser Lote (Fig. 32). 
Durch einen Punkt der Ebene, etwa A^^ legen wir eine Parallel- 
ebene zur Bildebene^ welcbe E in a scbneiden moge. Dann fâllen 
wir Ton B ein Lot BJ auf a [B^I^ _L <) und von / ein Lot JK 
auf a {J^ K^ X «J, so steht aucb B K auf a senkrecht und wird nach 
der Drehung rechtwinklig zu a^ und in wahrer Grôfîe als B^ E^ er- 
scbeinen. Um die Lange von B K zu erbalten, tràgt man J^B^ 
{=2J^B^) senkrecht zu J^X^ in /. an, die Hypoténuse 5°X^ ist 
dann die gesucbte Lange. D& L^B^ ~ L B ist, kann man aucb die 
wahre Lange von ZB = B^B^{OT=0 Y^, B^B^ || i; Ya) zur Be- 
stimmung von Bq benutzen. Aus der Affinitât zwiscben dem Bild 
und der gedrebten Ebene folgt dann das iibrige. 

41. In gleicber Weise lâfit sich die Konstruktion ausftibren, 
wenn die wahre Gestalt eines Dreiecks zu zeicbnen ist. Man 

lege in der Ebene 
des Dreiecks ABC 
eine Parallèle a 
zur Bildebene, et- 
wa durcb A, fâlle 
von B das hotBJ 
auf die zur Bild- 
ebene parallèle 
Ebene durcb a {JJ 

B^uîa:,B^j^#By:) 

und von / das Lot 
/Xaufa(/^Z^J.ffJ 
(Fig. 33). Dann 
steht ^iL senkrecht 
auf a, wird also 
nach der Drehung 
rechtwinklig zu a, 
undinwahrer Lange 
Fig. 33. alsZ'^-^Qerscheinen. 

Die wahre Lange 

von KB ist aber wieder die Hypoténuse des Dreiecks mit den 

Katheten JKunàJB'^i^^JB). 

Soll im Punkte £ des Dreiecks ABC die Normale K]V von 

vorgegebener Lange errichtet werden, so liegt sie in der 

Ebene BJK, die in K auf a senkrecht steht. Dreht man dièse 
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Ebene um IK parallel zur Bildebene, so nimmt ihr Bild die be- 
reits gezeichnete Lage £°J^X^ an, wâhrend X^JV^ in X^N^ tiber- 
geht {X^N^±X^B\ X^N' = XN). Zieht man noch iV»^^ senk- 
recht zn J^K^ und Q^N^ vertikal {=^i\^Q^^, so ist tVZ^ das Bild 
der Normalen und iA'^ /Ç sein Grundrifi {QJ iV/ = Q^ JVJ. 

Wâre die Normale in einem beliebigen Punkte des Dreiecks 
AB C zu erricliten, so muBte man noch nacMrâglich. die soeben ge- 
fandene Normale verschieben. Wâre ans irgend einem Punkt P ein 
Lot auf die Dreiecksebene zu fâllen, so hâtte man durcli P^ und P/ 
die Parallelen zu N^X^ und iV/Z/ zu ziehen und den DurchstoB- 
punkt Ton NX mit der Ebene ABC zu bestimmen. 

Ist das Spurendreieck ABC einer Ebene E gegeben, so erhâlt 
man die Normale entweder wie vorher oder in der folgenden "Weise. 

Man wâhle auf BC einen Punkt Q oder lege durch ihn die 
Parallelebene zur Bildebene, die B A in P und y in 8 schneiden 
môge (Fig. 34). Dann 
fâlle man von B das 
Lot5PaufP/S'(P/,±/7, 
und trage J^B^ = JB 
{= 2J^B^ auf dasselbe 
auf, so ist B^B^ die 
um B^S^ parallel zur 
Bildebene gedrehte Qe- 
radePP. Ist SF^ das 
Ton S^ auf BBa gef alite 
Lot, so stellt Q^Fg das 
Bild der Falllinie QF 
und Q.^F^^ die um Q^S^ 
parallel zur Bildebene 
gedrehte Falllinie dar 
{S^F, = S^F,).^ Die 
Normale Q P liegt in 
der Ebene QSF; wird 
sie um Q S in die 




Fig. 34. 



Parallelebene zur Bildebene gedreht, so erscheint sie als Q^P^ recht- 
winklig zu Q^P^ und in wahrer G-rôfîe. Daraus findet man P^ und 
P/. Ist die Normale in einem anderen Punkte zu errichten oder 
aus einem Punkte auf die Ebene ABC zu fâllen, so ist wieder eine 
Versohiebung vorzunehmen. ' 

43. UmriB und Lichtgrenze eines Kegels. Die Behand- 
lung dieser Aufgabe bildet die Grundlage fiir die Konstruktion von 

4* 
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UmriB und Liclitgrenze bei Eotationsflâchen. Bei axonometrisclier 
Darstellung wird man eine Achse parallel zur Achse des Kegels 
oder der Eotationsflâclie netinieii. Bereits im vorhergehenden Ab- 
schnitt wTirde eine Rotationsfiâcbe mit Tertikàler Achse entworfen, 
wir wâiilen deshalb hier die Achse des Kegels horizontal und zwar 
parallel zu ij. Die Richtung des Sehstrahls mag wieder der Ebene, die 
in z auf der Bildebene senkrecht steht, parallel sein, so dafi sich die 

auf der Bildebene errich- 
teten Normalen parallel zn 
z und, wie wir annehmen 
wollen, in halber natûr- 
licher GrôBe abbilden. 
8' Â' B' sei der GrrundriJ& 
des Kegels in orthogonaler 
Projektion (Fig. 35); der 
Mittelpunkt M seines Ba- 
siskreises h mag durch M' 
und seine Hôhe liber der 
GrundriBebene gegeben 
sein. Dann liegen M^ und 
S^ senkrecht liber M' und 
S[ (i^.^.llyj, und k^ be- 
sitzt die konjngierten 
Durchmesser Â^ B^ und. 

A^A'\\z). Die Tangenten 
Yon S^ an \ sind die Um- 
riBlinien des Kegels, sie 
berûhren k in Î7 und F . 

as a 

Zur Bestimmung dieser 
Punkte benutzen wir die 
Affinitât zwischen A. und 



- '/-""" 


\ \ l\^Jo: 


iiTo^"^^^ 






Mg. 35. 

dem Kj-eis k^, der mit ersterem den vertikalen Durchmesser (7^ i?^ 
gemein hat; in ihr sind B^ und B^ {M^B^ ± C^B) affine Punkte. 
Von dem zu S^ affinen Punkt 8^ gehen an den Kreis k^ zwei 
Tangenten mit den Berûhrungspunkten Z/q und F^] die zu ihnen 
affinen Punkte U^ und F gehôren alsdann dem UmriB an {UqQ\\B(^j¥^, 
^a Q 11 ^s ^^^a^ ^0 ^a 11 ^\ ^j- ^^t K^ der Mittclpuukt der Strecke S, M^, 
so schneidet der Kreis mit dem Mittelpunkt Z^, der durch M^ geht, 
ans kg die Punkte U^ und F^ aus (Z^ affin zu K^, K^8^ = \m^). 
Legen wir durch die Kegelspitze einen Lichtstrahl l{l durch 8 



Sohiefe Parallelprojektion und axonomdrisGhe Projektion. 53 

und l" durch ifj, so wird er die Basisebene in S* {S* = l, X IJ'), 
dem Schatten der Spitze, treffen. Die Tangenten ans 8* an k^ be- 
riibren in den Punkten U^ und F^, die der Lichtgrenze angehoren. 
Um dièse Punkte zu ermitteln, verfâhrt man genau wie vorher, in- 
dem man M^S* m J^ balbiert und um den dazu affinen Punkt /„ einen 
Kreis mit dem Eadius J^Ji bescbreibt; dieser scbneidet \ in B^ 
und F^ , zu denen man riickwârts die affinen Punkte F^ und Z sucbt. 




Fig. 36, 

43. UmriB einer Eotationsflâche. "Wir geben uns wieder 
den GrundriB und wenden alsdann das Kegelyerfahren an. Man 
bestimme zunâchst das Bild der Eotationsacbse AJB [A^BJ.y^] und 
zeichne die Bilder der Kreise a, b, c, d- es sind âbnlicbe* Elîipsen 
«.j ^.j ^,> d, mit den Mittelpunkten J^, B^, C^ = D^ (Fig. 36). Dann 
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wàiile man auf der Flâche einen beliebigen Parallelkreis k mit dem 
Mittelpunkt X aus und bestimme auf ÂJB die Spitze B eines Kegelsj 
der die Flâche lângs k berûlirt [Q'M' tangiert den horizontalen 
Hauptmeridian in seinem Schnittpunkt mit k'). Legt man nun 
von H^ (auf ^^.SJ die Tangenten an k^, und sind U^, V^ ihre Be- 
rûlirungspunkte, so beriiliren sie zugleich den gesuchten UmriB ?/^ in 
diesen Punkten, Nach 42 hat man aber nicht nôtig k^ zu zeichnen ; viel- 
melir schlâgt man um A'^ einen Kreis h^ mit dem Eadius K'Q' , sucht 
zu dem Mittelpunkt/ von i?jA'^ den affinen Punkt /q, beschreibt 
um /g einen Kreis mit dem Eadius JqK^ und bestimmt zu den Scbnitt- 
punkten U^, F^ beider Kreise rtickwârts die affinen Punkte U^, V^. 

Die hier auftretende Affinitât ist fur aile Parallelkreise ganz 
gleichartig: A, und h^ haben den vertikalen Durchmesser als Affinitâts- 
achse gemein, dem zu x^ parallelen Durchmesser von k^ entspricht 
der horizontale Dui'chmesser von h^^ (in der Figur ist zu a^ der affine 
Kreis cr^, zu A^F^ der affine Eadius A^P^ gezeichnet, J^M^\A^T^, 
M^Jg II A^Ff), J^J^ Il F^F^ usw.). Ist die Konstruktion fur einen anderen 
Parallelkreis n zu wiederholen und ist 8 die Spitze des liber ihm 
stehenden Beriihrungskegels, so hat man nur durch JV^ eine Parallèle 
zu K/q und durch S^ eine Parallèle zu R/^ zu ziehen, dann um 
ihren Schnittpunkt einen Kreis durch N^ zu beschreiben und zuletzt 
seine Schnittpunkte mit n^ noch durch Affinitât zu ûbertragen. Ins- 
besondere gehôren die Umrifipunkte auf den Ellipsen a^, h , c^, d 
den zur Eichtung A^F^ konjugierten Durchmessern an; ihre Eich- 
tung ist affin zu der Eichtung, die auf J^^K^ senkrecht steht. 

In gleicher Weise wie die Punkte des Umrisses sind die Punkte 
der Lichtgrenze v^ auf den einzelnen Parallelkreisen bestimmt, wo- 
bei Î^ = F^E* und Z," = A'.i^'^ angenommen ist, so da6 K^F* den 
Schatten der Eotationsachse auf die Ebene des Parallelkreises k 
darstellL Die Lichtgrenze v^ berûhrt den Umrifi u^ in zwei Punkten^ 
in denen u^ eine zu I^ = F^ R'^ parallèle Tangente besitzt. Die 
Parallelkreise, welche die Lichtgrenze beriihren, findet man durch 
die nâmliche Ûberlegung wie in 33 die den UmriB oder die Licht- 
grenze berûhrenden Parallelkreise bestimmt werden. In den Punkten 
von v^, deren Tangenten zu /^ parallel sind, beginnt der Schlag- 
schatten u*, den die Flâche auf sich selbst wirft. Zu seiner Kon- 
struktion ist der Schatten u* von v^ auf die :c2:-Ebene, sowie der 
Schatten einzelner Parallelkreise auf dièse Ebene nôtig. v und v 
kann man vorteilhaft mittels des ^ orthogonalen Grundrisses erhalten, 
indem man in der frûher fiir die Eotationsflâchen gelehrten Méthode 
zuerst ihre Grundrisse sucht. 



Schiefe Parallelprojekiion und axonometrisehe ProjekUon. 55 




Pig. 37. 
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44. Anwendungsbeispiel. Freitragende Wendeltreppe. 
G-egeben ist der GfrundriB und auBerdem die Hôhe h der Treppen- 
stufen, deren zwôlf auf einen halben Umgang kommen (Fig. 37). 
Bei der Konstruktion der schiefen Ansicbt sind die Aclisen, die hier 
keine Eolle spielen, weggelassen; auch hier wird die Annahme ge- 
macht, dafî die Normalen zur Bildebene vertikale Bilder von halber 
natiirlicher GrôBe besitzen. Die Bildebene lassen wir mit der Ebene 
des Durchschnitts zusammenfallen und stellen den hinter der Bild- 
ebene liegenden Teil der Wendeltreppe dar; ihr GrundriB ist nach 
unten umgelegt. Zunâchst sind die Punkte von a und ô' abgebildet, 
indem man von ihnen die Lote auf g fâllt, und dièse um die Hâlfte 
verlângert. Die obère vordere und hintere Kante der ersten Stufe 
liegen um die Hôhe h ûber ihren Grundrissen (die nicht eingezeichnet 
sind); die Bilder ihrer Endpunkte auf der zylinderform'igen Wand 
befinden sich senkrecht iiber den bzw. GrrundriBbildern im Abstand /i, 
die verlangerten Kanten treffen die Achse im Abstand h von 0. 
Ebenso findet man die Bilder der Kanten aller iibrigen Stufen, in- 
dem man die vertikalen Abstânde ihrer Endpunkte von den GrundriB- 
bildern und die ihrer Schnittpunkte mit der Achse gleich 2 h, Bh . . . 
macht. Damit sind auch die vertikalen Kanten der Stufen bestimmt, 
wâhrend die Stufen nach innen und auBen von horizontalen Kreis- 
bogen begrenzt werden, deren Bilder zu den entsprechenden Bogen- 
stiicken von a\ und b\ kongruent sind. Die untere Flâche der 
Wendeltreppe ist eine Schraubenflâche mit horizontalen Erzeugenden, 
deren innere Eandkurve b eine Schraubenlinie bildet. Sie ergibt sich 
als kongruente Kurve zur Schraubenlinie, welche die inneren End- 
punkte der vorderen unteren Stufenkanten verbindet^ und ist gegen 
dièse etwas nach unten, um die Strecke d, verschoben. Den 
TJmriB u^ dieser Schraubenflâche erhâlt man als Hullkurve von 
einigen Erzeugenden, die aus den bez. vorderen unteren Stufen- 
kanten durch eine vertikale Verschiebung um die Strecke d her- 
vorgehen. 

Die Lichtrichtung ist durch die Wahl von l^ und // gégeben, 
L^ ist das Bild des ersten Spurpunktes von /. Die Lichtgrenze der 
zylinderfôrmigen Wandflâche und der Schlagschatten ihres oberen 
Bandes a auf dieselbe ergibt sich in bekannter Weise aus dem 
GrundriB d und bedarf keiner vreiteren Erlâuterung. Den Schatten 
der einzelnen Stufen auf die darunter liegende findet man mittels 
der inneren vertikalen Stufenkante, deren Schatten parallel zu // 
wird; so gewinnt man den Schatten auf die dritte bis achte Stufe, 
soweit er von der dariiber liegenden Stufe herrûhrt. Der Schatten a* 
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von a briclit sich an der sechsten Stufe und endigt in Z*; die hori- 
zontale Flaclie dieser Stufe schneidet die Achse in E und hat die 
Oerade JE F zur Bildspur [FK^ || //). Der Ton a herrûhrende Schatten 
auf die sechste Stufe ist zu dem betr. Bogenstûck von a kongruent; 
die Schatten der Kante KF auf die sechste, siebente und achte 
Stufe sind zu Z/ parallel. Die oberste Stufe wirft ebenfalls Schatten 
auf die unteren Stufen. Die Flâche der vierten Stufe hat die Bild- 
spur CD, in ihr sucht man die senkrecht unter / und E^ liegenden 
Punkte, worauf sich sofort die Schatten Z^ und E^^ ergeben; die 
Schatten von GE auf die vierte bis siebente Stufe folgen daraus 
unmittelbar, ebenso die Schatten von AB auf dièse Stufen. Um 
sich zu iiberzeugen, dafi nicht der obère Teil der Schraubenlinie b 
im Lichte liegt und darum auf die Stufen Schatten wirft, ist der 
Schatten li^ von h auf die vierte Stufe gezeichnet worden. Zu diesem 
Zweck sind einzelne Punkte von b auf die Flâche dieser Stufe ge- 
lotet und mit Hilfe der Lotpunkte ihre Schatten bestiDamt worden. 
Zieht man aber durch B,^ den Schatten B^A^[\\BÂ), so erkennt man, 
dafi b^ bereits innerhalb des Schattens der obersten Stufe zu liegen 
kommt. Daraus folgt zugleich, daJB die die Wendeltreppe nach unten 
begrenzende Schraubenflâche im Schatten liegt. Die innere zylin- 
drische Leibung der Wendeltreppe empfângt ebenfalls noch Schatten 
von JB. Die Schatten der vorderen oberen Stufenkanten auf die 
zylindrische Wandflâche sind kleine EUipsenbogen, deren Tangenten 
in den Endpunkten jener Kanten leicht zu finden sind. Zieht man 
nâmlich durch einen solchen Punkt, z. B. iV , die Mantellinie n des 
Zylinders und in ihren Endpunkten die Tangenten an «/ und a^, so 
stellen dièse die Bilder der Spurlinien der lângs n berûhrenden 
Ebene in der unteren und oberen Grenzflâche des Zylinders dar; 
B^ und K sind ebenso die Spurpunkte von /. Die Projektion von l 
auf die genannte Tangentialebene verbindet also die FuBpunkte der 
von den Spurpunkten von / auf jene Tangenten gefâllten Lote; die 
Bilder dieser Lote sind parallel zu der Stufenkante durph N^. Zu 
der erwâhnten Projektion von / ist die Tangente an den Stufen- 
schatten in N^ parallel. 

Wâre die Lichtgrenze der unteren Schraubenflâche zu bestimmen, 
so wurde man am besten mittels der reduzierten G-anghôhe nach 
467 Bd. I die Konstruktion in dem orthogonalen GrrundriB vornehmen 
und dann ihre auf den Grrundrissen der einzelnen Mantellinien ge- 
fundenen Punkte senkrecht hinaufschneiden auf deren Bilder. 
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Das Verfahren der orthogonalen axonometrîschen Projekiion. 

45. Die darzustellende râumliclie Figur denken wir uns mit 
einem rechtwinkligen Eoordiiiatensystem verbunden und auf seine 
drei Ebenen TTj, TT2, TTg durch senkrechte Projekiion bezogen. Das 
Ganze, die Eaumfigur mit dem Koordinatensystem, projizieren wir 
senkrecht auf die Bildebene TT, Ton der wir annebmen, daB sie 
keiner Koordinatenebene parallel sei. Welcbes die zweckmâBigste 
Lage des Koordinatensystems gegen das Objekt ist^ entscbeidet sicb 
nacb dessen geometriscben Eigenschaften. Man wird die Acbsen den 
wicbtigsten Linien des Objektes i^arallel legen und etwa vorbandene 
Symmetrieebenen als Koordinatenebenen benutzen''). 

Bezûglicb der Bezeicbnungen mag fur unser gegenwârtiges Ver- 
fahren folgendes verabredet werden. Wir werden die Elemente der 
Originalfîgur und ibre asonometriscben Bilder mit den gleicben Bucb- 
staben benennen. Zur Unterscbeidung - beider aber setzen wir die 
Symbole, die das Original betreffen, in Klammern. Es bedeuten also 
z. B. P, P', P", P'" die Bilder eines Punktes und seiner drei 
senkrecbten Projektionen auf TTi, TTg, TTg; der Originalpunkt beiBt 
dagegen (P). Ebenso soUen ff, g\ g", g'" die Bilder einer G-eraden 
und ibrer drei Eisse, dagegen [g) die Gerade selbst bezeicbnen, usw. 
Die von Punkten des Originals nacb ibren Bildern fûbrenden 
Strablen nennen wir wieder Sebstrahlen. 

46. Vom Ursprung [0) seien auf den Koordinatenacbsen drei 
Strecken(OX), (OJ), (Oif) von der gleicben Lange h abgetragen; sie 
bilden das Acbsenkreuz und um dessen Abbildung bandelt es sicb 
zuerst. Die genannten Strecken sind drei Kanten eines Wûrfels 
und erscbeinen im Bilde verkûrzt mit den Lângen 

l^OX, m = 07, n^OZ. 
Die Verbâltnisse 



■3 t m 



m n 



k' ^~X' "^T 



beiBen die Verktirzuugsverbâltnisse und stellen fiir jede in der 
betreffenden Acbsenricbtung gezogene Strecke das Verbâltnis der 
Bildlânge zur wabren Lange dar. Sind ce, §, y die Neigungs- 
winkel der Koordinatenacbsen gegen die Bildebene, also aucb gegen 
ibre Projektionen, so bat man: 

l = cosc; , ijb = cos^, V = cos /. 
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Die Zahlen Z, m, n lieiBen die Yerliâltniszalilen; nach 136 Bd. I 
erftillen sie die Bezieliung 

woraus fiir die Yerkùrzungsverliâltmsse 

;,2 ^ ^^^2 _^ ^2 _ 2 
folgt. — Die Spurpunkte A, B, C der Koordinatenachsen in der 
Bildebene bestimmen das Sj^urendreieck ABC] seine Seiten sind 
die Spurlinien der Eoordinatenebenen; die Bilder der Acbsen ver- 
laufen durcb seine Ecken bzw. recbtwinklig zur gegenilberliegenden 
Seite und treffen sich im Bilde des Ursprungs [0). 

47. Ist das Spurendreieck ABC gegeben (Fig. 38) und wird 
liinzugefûgt, auf welcber Seite der Bildebene der Ursprung [0) liegen 
soU, so ist die Lage des Koordinatensystems gegen die 
Bildebene bestimmt. Der Scbnitt- 
punkt der Hôbenlinien AA.^, B B^, 
CC^ des Dreiecks ABC ist das Bild 
des Ursprungs; scbneidet ferner CC^ 
den ûber dem Durcbmesser AB kon- 
struierten Kreis in 0^, so ist (9^ eine 
XJmlegung Yon [0] in die Bildebene 
um AB [L.AO^B = 'R). Trifft die 
Parallèle xm A B durch den -Kreis 
um C^ durch 0^ in 0°, so ist C^ 
der Abstand des Ursprungs von 
der Bildebene. Um das Acbsen- 
ki-euz abzubilden, trage man auf C(j A, 
0, B, 0" C die Strecken 0^ X„ 0, Z^, 
C^ Z^ gleicb k auf und projiziere 
sie senkrecht, bzw. parallel zu A B 
9LUÎ OA, OB, OC in die Bildstrecken 

OX, Y, OZ. Statt jeder dieser Strecken kann auch eine ibr 
gleiche in entgegengesetzter Richtung von aus gezogen werden. — 
Die Seiten des Spurendreiecks ^^C? liegen in denjenigen Quadranten 
der Koordinatenebenen, welcbe den die Strecke [0] enthaltenden Ok- 
tanten des Eaumes begrenzen. Der Scbnittpunkt seiner Hôbenlinien 
liegt daber im Inneren des Dreiecks, und seine Winkel sind spitz. 

Sind die Eicbtungen OJ, OB, OC der Acbsenbilder ge- 
geben, so ist das Spurendreieck der Form nacb bestimmt. Zu seiner voll- 
stândigen Bestimmung, mitbin auch zur Bestimmung der Lage des Koor- 
dinatensystems gegen die Bildebene, kann die Angabe des senkrechten 
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Abstandes [0) des Ursprungs von der Bildebene dienen. Aber auch 
ohne die letztere Angabe kônnen diedrei Verk1irziingsverb.altii.isse 

__0Z_ _ _0Y_ OZ 

(OX) ' ^''~' (0 Y) ' 



A = 



qj = 



(OZ) 



nach dem Vorigen konstruiert werden (vgl. auch 135 Bd. 1). 

48. Sind andererseits die Yerhâltniszalilen /, m, n nnd da- 
mit k, folglich auch die Verkûrzungsverhâltnisse l, fi, v gegeben, 
so kann man daraus die Abbildung des Achsenkreuzes kon- 
struieren; der Punkt und die Eichtung eines Aclisenbildes bleiben 
willkurlich. Die Konstruktion kann nach 1 36 Bd. I erfolgen. Man 
bestimmt nâmlich zuerst k gemaB der Eelation Z^ + m^ + n^ ^ 2 A^^ 

indem man ans / und m als Katheten 
ein rechtwinkliges Dreieck mit der 
Hypoténuse jt;, aus p und n als Ka- 
theten ein zweites mit der Hypoté- 
nuse q, und mit letzterer noch ein 
drittes gleichschenklig-rechtwinkliges 
Dreieck bildet, dessen Katheten die 
Lange k haben (Fig. 39). Die Wahl der 
Strecken Z, m, n unterliegt, wegen der 
genannten Eelation und v?eil jede ein- 
zelne von ihnen kleiner als k sein muB, 
einer -Einschrânkung: das Quadrat 
jeder einzelnen Strecke /, m, n 
muB kleiner sein als die Summe 
der Quadrate der beiden an- 
deren. — Man denke sich (0) in 
der Bildebene TT gelegen und zeichne 
die Strecke OZ (etwa vertikal) mit 
der vorgeschriebenen Lange n. Durch 
OZ werde eine zur Bildebene senk- 
rechte Ebene E gelegt; sie enthâlt 
{OZ). Ferner môgen die Strecken 
(OZ) und (0 J) um eine in auf J] 
senkrechte Gerade in die Ebene E hereingedreht werden. Legt man 
dann E um OZ in TT um, so erscheinen die gedrehten Strecken [OX) 
und [OT), sowie [OZ) in ihren wahren Lange k, nâmlich als drei 
EadienOJy, OM, (9 iV^ eines Kreises, deren senkrechte Projektionen auf 
den Durchmesser OZ die Lângen OP=l, OQ = m, OZ=n haben. 
Projiziert man Z und M parallel zu OZ auf den zu ON senkrechten 
Durchmesser in die Punkte E und S, so bilden dièse nach der Wieder- 




Fig. 39. 
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aufriclitung Ton E die senkrecliten Projektionen von (X) und {ï) auf E, 
Die gesuchten Bilder X und T miissen daher auf den Geraden liegen, die 
durcti B und S senkreclit zu OZ gezogen sind^ zugleich ater auf den 
Kreisen um mit den jRadien OP bzw. Q. Hiernach sind sie kon- 
struierbar. Man bemerkt, daB die Aufgabe, aus "gegebenen Verbâltnis- 
zahlen die Abbildung des Achsenkreuzes zu bestimmen, auch nach An- 
nahme ron OZ mehrere Lôsungen zulâBt. Setzt man voraus, daB die 
Winkel XOT, TOZ, ZOX sâmtlicb. stumpf seien, so existieren zwei 
zu OZ symmetrisch. liegende Bilder des Achsenkreuzes; jedem der- 
selben entsprecben zwei zu TT symmetrisclie Lagen des Achsen- 
kreuzes, auch wenn der Ursprung in der Bildebene angenommen ist. 
Sodann kann jede Achsenrichtung in die entgegengesetzte verwandelt 
werden, endlich kann das Achsenkreuz zu sich selbst parallel in der 
Eichtung senkrecht zu TT verschoben werden, ohne daB sich hierbei 
seine Abbildung oder die eines mit ihm yerbundenen Objektes ândert. 
49. Wird ein Gegenstand nach gegebenen MaBen gezeichnet, 
so empfiehlt es sich, Mafistâbe zu bilden, nach denen die Bild- 
làngen der in den Achsenrich- _^ ^ ^ ^ , * 

tungen yerlaufenden Strecken 
leicht bestimmt werden 
kônnen. Als natûrlichen 
MaBstab bezeichnenwirden, 
der bei der Messung ange- 
wendet wurde. Als MaBstab 
des B il des bezeichnen wir 
den, welcher zur Messung der 

in der Bildebene selbst gelege- 

nen Figuren angewendet wird 

und dessen Einheiten die 

gleichbenannten Einheiten 

des natiirlichen MaBstabes 

bedeuten (gleichYiel ob man 

sich daB Objekt in seiner 

wahren G-rôBe, oder verklei- 

nert, oder yergrôBert der 

Projektion unterworfen denkt). 




acT^W 



Fig. 40. 



Ans dem MaBstab des Bildes leitet man die YerkûrzungsmaB- 
stâbe fur die Achsen (oder kurz die AchsenmaBstâbe) ab, 
deren Einheiten die in der betreffenden Achsenrichtung am Objekte 
gemessenen Einheiten darstellen. Aus der Abbildung des Achsen- 
kreuzes entnimmt man die Bildlàngen l,m,n einer und derselben 
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auf den drei Aciisen aufgetragenen Strecke k und zeicbnet h, l, m, n 
âh Parallelen zwischen den Schenkeln eines spitzen Winkels, etwa 
als AB, Â^B^, A^B^, Â^B^ zwischen den Schenkeln des L_AOB. 
Trâgt man dann von.^ ans auf der Geraden J^ die Telle des Bild- 
maBstabes aui; so projizieren sich dieselben aus dem Zentrum in 
die entsprecbenden Teile der AchsenmaBstâbe fur x,y, z (Fig. 40). 
Ein anderes Verfahren zur Messung der Bildstrecken bedient 
sich eines sogenannten Sinusmafistabes. Tragt man nâmlich an 
die Linie <9^ die Winkel AOB^, AOB.^, AOB^ an, deren Sinus 

OB^ ' OB. ' OBs 
siciL wie / : rn : w verhalten, so kann man die Bildlânge einer zur Achse 
(ar), (;/) oder {z) parallelen Strecke leicht bestimmen, indem man ihre 
Lange (im MaBstabe des Bildes) auf OB^, OB^ oder OB^ von aus 
auftrâgt und von ibrem Endpunkt das Lot auf OA î'àllt, welcb.es die 
gesucbte Bildlânge bat. Ist z. B. OP auf B^ die wahre Lange 
einer in der (x)-Eicbtung laufenden Strecke, so ist PQ±OA die 
Lange ihres BEdes. Man bat nicht nôtig, PQ wirklich zu zieben, 
sondern findet PQ als Eadius des um P gelegfcen und OA in Q be- 
rtibrenden Kreises durcb Probieren mit dem Handzirkel. 

50. Als Yerhâltniszahlen I, m, n nimmt man gern ganze 
Zablen. Sind sie aile einander gleicb, so heiBt die Projektion iso- 
metriscb; sind zwei einander gleicb, aber von der dritten ver- 
schieden, so heiBt die Projektion dimetrisch (auch raonodime- 
triscb); sind aber aile drei verscbieden, so bat man eine trime- 
tri s che (oder anisometriscbe) Projektion. Die trimetrische ist 
den beiden anderen Projektionsarten vorzuziehen, weil bei jenen ge- 
legentlich gewisse Symmetrieebenen eines Objektes sich als gerade 
Linien projizieren, nâmlich Halbierungsebenen der Winkel des Ko- 
ordinatensystems und zu ihnen parallèle Ebenen. Denkt man sich 
eine Koordinatenachse (z) vertikal, wie dies der gewôhnlichen Stellung 
der Objekte und des Beschauers entspricht, so ist es zweckmâBig 
die Richtung der Sebstrahlen so zu wâhlen, dafi die nach oben, vorn 
bzw. rechts gekehrten Seiten der Koordinateuebenen 11^, TTg, TTg 
sichtbar werden. Die Bildebene TT legt man senkrecht zu den Seh- 
strahlen (am einfachsten durch den. Ursprung (0)). Axonometrische 
Bilder, bei denen die s-Koordinaten (Hôhen) und ar-Koordinaten 
(Breiten) nur wenig, die jz-Koordinaten (Tiefen) aber verhâltnismaBig 
stârker verkiirzt sind, wirken am anschaulichsten. 

Um die "Wirkung der verschiedenen Projektionsarten einiger- 
maBen beurteilen zu kônnen, sind in Fig. 41 Abbildungen eines 
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und desselben Wûrfels, bzw. eines und desselben regelmafîigen Okta- 
ëders dessen Achsen die Koordinatenachsen sind, zusammengestellt: 
a) in schiefer Projektion, b) in isometrischer, c) in dimetrischer, 
d) in trimetrischer orthogonaler Projektion. Der Anblick dieser Fi- 
guren lehrt bereits, daS die trimetrische orthogonale Projektion d) und 
demnâcbst die schiefe Projektion a) die anschaulichsten Bilder geben. 
Letztere ruft leicbter den Eindruck der Verzerrung bervor, weil 
wir nicbt gewôhnt sind, die PicMung unseres Blickes der schiefen 
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Fig. 41. 

Projektion anzupassen. Den Grad der Verzerrung erkennt man am 
Bilde einer Kugel, deren scheinbarer Umrifî bei der orthogonalen 
Projektion kreisfôrmig, bei der scbiefen dagegen elliptisch ausfàlli 

51. Im folgenden setzen wir ûberall die Abbildung des gleich- 
schenkligen Acbsenkreuzes , bzw. das Spurendreick, als gegeben 
Toraus. 

Die Darstellung der Punkte, Geraden und Ebenen in 
axonometriscber Projektion vollziebt sicb nach denselben Grund- 
sâtzen wie bei der schiefen Projektion (vgl. 11 — 14). 

Ein Punkt (P) wird durch sein Bild P und das Bild seiner 
senkrechten Projektion auf eine Koordinatenebene, z. B. F', dar- 
gestellt. Ebenso wird eine Gerade (^) durch ihr Bild ff und das 
Bild g' ihres Grundrisses bestimmt. Zur Darstellung einer Ebene 
gehôrt die Angabe der Bilder zweier ihrer Spuren in den Koordi- 
natenebenen. Ûber die vereinigte Lage von Punkten, Geraden, 
Ebenen, liber ihre Verbindungs- und Schnittelemente und 
den Parallelismus ist niohts Neues zu sagen. Die hierauf beziig- 
lichen Aufgaben werden analog den fruheren gelôst. Dagegen be- 
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darf die Behandlung der Problème, die sicli auf die rechtwinklige 
Stelluiig von Geraden und Ebenen, auf die Bestimmung von 
Winkeln und Abstânden und der wahren G-estalt ebener 
Figuren beziehen, nocb einer kurzen Erôrterung. 

53. Zuerst ist die Aufgabe zu lôsen: in einer Koordinaten- 
ebene aus einem gegebenen Punkte (P) auf eine gegebene 
Gerade (g) das Lot {l) zu fâllen (Fig. 42). Der Punkt (F) und 
die Gerade ig) soUen durch ibre Bilder gegeben sein; sie môgen 
beispielsweise in T\^ liegen. A, B, G, seien die Spurpunkte der 

Achsen in der Biidebene 
(oder aucb. in einer zu 
ihr parallelen Ebene). 

1. Lôsung. Die 
Bildspur CJD einer 
Ebene, die durch [z) 
normal zu [g] gelegt ist 
und (AJB) in [D) schnei- 
det, ist rechtwinklig 
zuiu Bilde ^ç (67 Bd. I) 
und das BildOZ^ ibrer 
ersten Spur parallel zum 
Bilde des Lotes (/). Man 
findet I als die Parallèle 
zu D durch P. 

2. Lôsung. Die 
Bildsptir .jE^i^ der ersten 
projizierenden Ebene 
{EFQ) von [g] ist nor- 
mal zum Bilde des Lotes 
[l). Man findet / als 

die Normale zu J/P durcb F [y x AB = E, g X x = G, GF\\z, 
AG X GF= F). Statt der projizierenden Ebene [FF G) kann man 
jede zu ibr parallèle Ebene, z. B. die durch z, benutzen. 

3. Lôsung. Die Sehstrahlenebene durch [z) schneide {g)\xx[E\ 
wobei S=gxz. Die Hôhenlinien des Dreiecks [GEO] in ïï^ 
schneiden sich in einem Punkte [J) und zwar ist GJ A. z, RJ\\y\ 
l gebt parallel zu / durch F. Bei dieser Lôsung werden nur die 
Achsenbilder, aber kein Spurendreieck gebraucht. 

53. Um die wahre Lange einer Strecke (PQ) zu finden, 
die durchPÇ imd P'Q' gegeben ist (Fig. 43), ziehe man 6>Jf#Q'P' 
und Mli^Fq^, so liegt {M) in H^, (JV) auf (^ und es ist (JfîV)#(PQ). 




Fig. 42. 
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Pig. 43. 



Das Spurendreieck Â£C àex durcit M gelegten Bildebene TT in den 
Koordinatenebenen ist dadurcli bestimmt, daB seine Seitenyi^, BC,CÂ 
bzw. senkrecht zn z, x, y 
liegen und die erste AB 
durch j^gelit, MO ist die 
Bildspur der Ebene {MNO)\ 
wir legen letztere um M G 
in die Bildebene um und 
erhalten die wabre Lange 
Yon (PQ) als Umlegung M^'' 
■von M JSr. Die Umlegung 
von liegt auf der Senk- 
rechten zu M G durch 
und, da z. {G CM) = R ist, 
zugleicli auf dem Kreise 
iiber dem Durcbmesser CM; 
iY» liegt auf C70« und iViV" 
ist parallel zu 00°. — Statt 
dièses Verfabrens kann man 
auch eine Parallelverscbie- 
bung des Koordi- 
natensystems an- 
wenden. Man ziebe 
Pi?#P'^', so dafî 
[E] Siuî {QQ') liegt, 
und mâche [R) zum 
Ursprung und ÇR Q) 
zur z-Achse des ver- 
schobenen Koordi- 
natensystems. Die 
Umlegung von {PQ) 
in die durch (P) ge- 
dachte neue Bild- 
ebene vollzieht man 
genau ebenso wie 
vorhin. 

54. Das aus 
einem Punkte(P) 
auf eine EbeneE 

gefâllte Lot [PQ] wird folgendermaBen dargestellt (Fig. 44). Sei 
JJBC das Spurendreieck der Bildebene und [I)BF) das Spurendreieck 

BOHN u. Papperitz. h. 4. Aufl. 5 
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der Ebene E, also DM = e„ DF^ e„ EF= e„ so isTM^diTBiir 
spur von E (G^ = ^^ x i>J, E^ BC x ^ und FQ liegt senkrecli't 
zn GH Ferner ist (P'^') X (-^), also P'^' nach 52 bestimmbar 
Scîineidet aber FQ' das Spurbild e^ m J und y in X, und lie^t l 
auf eg so, da6 KL\\z, so ist /i; das Bild der Scbnittlinie von E 
mit der ersten projizierenden Ebene von P§ und entbàlt q. 

55. Die Umlegung einer Ebene E um ibre Bildspur in 
die Bildebene (Pig. 45). Das Spurendreieck (i) J?i?) der Ebene E 
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Fig. 45. 

best^nit rdt dem Spurendreieck ^ ^ der Bildebene die gpurjime 
no™^l 7,w , /"!' -^=/'^X^^'«ntolt. Die Bildspur C/ der 

Wi.M a.; dif nXltxt tfATe HMLlttr.re: 

vn„ (Il l l j?™^ ("i)- Auf Jir bestimmt mau die Umle»un2 B» 
™n (^) duroh d>eBezietag^^.||Zi. und damit 1^2 slf- 
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Hiernacli kann die wahre G-estalt ebener Figuren bestimmt werden, 
denn das Bild einer solclien ebenen Figur ist affin zu ibrer Umlegung 
in die Bildebene; die Bildspur der betreffenden Ebene ist die Affini- 
tâtsacbse, das Bild irgend eines ihrer Punkte und seine Umlegung 
bestimmen einen Afnnitâtsstrabl {\\ZL^). 

56. Um den Winkel zweier Geraden zu bestimmen, stalle 
man ihre Parallelen [g] und (A) durcb den Ursprung [0) dar (Fig. 46), 
bestimme mit Hilfe des 
Spurendreiecks ABC ihre 
Spurpunkte in der Bild- 
ebene G und H und lege 
um ihre Verbindungslinie 
e= GE den Ursprung und 
damit den gesucbten Win- 
kel (p = L. GOE in die 
Bildebene um (-7= ^'X AB, 
G^gxOJ-, K=h'xAB, 
E= h X CK). Die Linie e 
treffe die Seite BC des 
Spurendreiecks in L und 
ein liber dem Durcbmesser 
B geschlagener Halbkreis 
die (zu 5 C normale) Linie x 
in Oq, so ist I> 0(, die Um- 
legung der Sfcrecke [L 0) um B G. 
e und macht L0° = BOç^, so ist 0^ der um 
und folglicb L. GO'^E=z cp der ge- 
suclite Winkel in wabrer GrÔfîe. Man 
kann 0" auch dadurch finden, da6 
man "^ X <? ziebt und [0^ -{e) gleich 
der Hypoténuse eines Dreiecks mit 
den E;atbeten(0 -\ e) und 0[0) macbt. 
57. Wir wenden die asonome- 
trische Projektionsmethode zuerst auf 
die Zeichnang von Kristallformen 
des tesseralen Systems an. Die Kri- 
stalle dièses Systems besitzen ein 
gleicbscbenklig-recbtwinkliges Achsen- 
kreuz. Die Lage einer KristaMâche 
denkt man sicb durch die Verhâ,ltnisse der Abscbnitte bestimmt, die 
sie auf den drei Achsen liervorbringt (indem man dièse Abschnitte 




Fig. 46. 

Ziebt man aber 00^ normal zu 
e umgelegte Ursprung 
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Tom UrsprnngO ans mifît). Bei einem Ehombendodekaëder z.B- 
(Mo- 47) gelten die Verhâltnisse l:l:oo, d. L es schneidet jede 
Mâche zwei Aclisen in gleicher Entfernnng Yon und die dritte 
Achse im Unendlichen. In den Koordinatenebenen laufen also die 
Spurlinien der (verlângerten) Seitenflâclien parallel zu den Ac]isen(12), 
(34) (56) Tind in gleicher Entfernnng von ihnen; sie schneiden sich 
paarweise in den Ecken dreier Qnadrate, nâmlich in [L], [M), [N) 
nnd den zn ihnen symmetrischen Punkten. Die Ecken, jedes solchen 
Quadrates Hefern, mit den beiden Endpnnkten der zu ihm senkrechten 
Achse verbnnden, je 8 der 24 Kanten des Ehombendodekaëders. Dièses 
kann daher mit groBer Leichtigkeit gezeichnet werden, sobald nnr 
das Achsenkrenz abgebildet ist. Die gezogenen Kanten treffen sich 
zu dreien in 8 Ecken, wahrend sie in den 6 Endpnnkten der Achsen 
zu Yieren zusammenstoBen. 

Es mag noch ein Viernndzwanzigflach (Trapezoëder) dar- 
gestellt werden, dessen Seitenflachen Achsenabschnitte machen, die 
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Fig. 48. 



sich wie 1:2:2 verhalten (Fig. 48). Sind X, X^, J, Y^, Z, Z^ die 
Bilder der Endpunkte des Yollstândigen Achsenkreuzes, so halbiere 
^ j man die Yon bis zn ihnen reichenden Strecken. Je zwei auf 

einer Achse liegende Halbiernngspnnkte sind mit den 4 Endpnnkten 
der beiden anderen Achsen zu Yerbinden; man erhâlt so 24 Kanten 
des Trapezoëders. Aufier den 6 auf den Achsen befindlichen Ecken 
hat man jetzt noch 12 weitere als Schnittpnnkte je zweier Kanten; 
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es liegen nâmlich in jeder Koordinatenebene 4, die wieder je mit 
den beiden Endpunkten der zu ihr senkrecbten Achse zu verbinden 
sind. In den bisber aufgefubrten 18 Ecken stofîen je 4 Kanten 
zusammen. Die zuletzt gezogenen 24 Kanten scbneiden sicb aber 
nocb zn dreien in 8 neuen Ecken. 

58. Darstellung einer Kugel in axonometriscber Pro- 
jektion mit Eigen- und Scblagschattengrenzen (Fig. 49). 
Die Kugel beriibre die Koordinatenebene T]^ im Ursprung (0); durch 
ibr auf der z-Acbse befindiicbes Zentrum C werde die Bildebene ge- 
legt. Die Abbildung des Acbsenkreuzes samt dem Spurendreieck 
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A£C sei gegeben. Ist 0^ die Umlegung Yon (0) um A C, so bildet 
COç, einen in der Bildebene liegenden Kugelradius und der um C 
durch Oq gescblagene Kreis u den (wabren und zugleicb scbeinbaren) 
UmriB der Kugel. — Bildet sicb der Scbatten von {C) auf TTj im 
Punkte 0, ab, so sind damit fur den Licbtstrahl das Bild / = CC^ 
und das Grrundrifibild l' = OC^ gegeben; es sei nocb L = lx AB 
und F = r X AB. Die Lichtgrenze {v) auf der Kugel ist der- 
jenige Hauptkreis, dessen Ebene normal zum Licbtstrabl stebt; sein 
in der Bildebene liegender Durcbmesser J)B ist daber senkreobt 
zu l zu zieben. BJE trifft n^ in F auf AB\ folgbcb stellt B^M^ auf 
FC^ den arundriBscbatten von BE dar, wenn BB^ unà,BB^ parallel 
zu l sind. Der zu BB senkrecbte Durcbmesser (G' iT) von v liegt in 
der Sebstrablebene durch l und zwar normal zu (/); sein Bild GIT 
und das seines Grundrifischattens G^^7£, liegen auf/ selbst. BB xrnà 
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GE bilden die Achsen der Ellipse v; D^M^ uud G.,E^ sind konju- 
derte Durchmesser der Ellipse v,, d. i. des Bildes der Schlag- 
schattengrenze in Tiy Um GE zu bestimmen, legt man die 
Sehstralilenebene durch GE) uml=^CL in die Bildebene nieder; 
hierbei kommt G, m die Lage C,^ wenn C, ^/ = {C^ H n) und j_ l 
ist. Es bestebt aber die Proportion: 

denn E ist die Bildspur der Geraden (/') = [0 CJ. Nun findet man 
lO-iTl) als die Eatbete OQ des recbtwinldigen Dreiecks OPQ mit 
der Hypoténuse P^(= PO^); hierauf zeicbnet m&nOB=Oq und C^C/, 
beide^ senkrecM zu /, und findet 6;» auf ER Jetzt ist /" = CC/ 
der umgelegte Licbtstrahl und CG'>{±lo) der umgelegte Eadius(C(?); 
zugleicb ist O^^ii die umgelegte erste Spur der Ebene und GJ^ der 
umgelegte erste Spurpunkt des Licbtstrabls durch GiG^Gj'WP). 
Projiziert man jetzt (?° und Gj^ senkrecbt auf l, so ergeben sicb 
die gesucMen Punkte G und G^ und daraus E und 7/^. ScblieBlick 
sind die Ellipsen v und u^ in bekannter Weise zu zeichnen. 

59. Acbsenbild Oxi/z und Spurendreieck 2/. i? (7 seien wiederum 
gegeben. Auf der GrundriBebene TJ^ ruht ein gerader Kreis- 
zylinder ^; er berûbrt J]^ lângs der Mantellinie {OF), die mit der 
x-Aclise zusammenfâllt; die eine seiner beiden ebenen Endflacben 
liegt in TT3, die andere dazu parallel. Neben dem Zylinder steht 
auf der Seite des Beschauers ein gerader Kreiskegel^; sein 
Grundkreis in T\^ ist {k), (K) dessen Zentrum, und [S] die Kegel- 
spitze. Zylinder und Éegel, sowie die Grenzen ihrer Eigen- 
und Schlagscbatten sollen dargestellt werden (Fig. 50). 

Es werde zuerst die Ebene TTg um ibre Spur B G in die Bild- 
ebene umgelegi 0^ sei die Umlegung des Ursprungs (O^, auf der 
Yerlângerung Yon x, jlBO^C =='&). Das Zentrum M^ des mit TTg um- 
gelegten Endkreises m^ Ton (£ liegt auf der umgelegten 2;-Acbse 0^ C\ 
Eq Ofj und Pq Qq seien recbtwinklige Durcbmesser. Das Bild des ge- 
nannten Endkreises ist eine zum umgelegten Kreise affine Ellipse; 
PC ist die Affinitâtsacbse, 0^ und sind affine Punkte und die 
. Affinitâtsstrablen laufen parallel zu x{±PC]] somit ist die grofîe 
Acbse der Ellipse parallel zu PC und gleicb dem Kreisdurcbmesser. 
Den genannten recMwinkligen Durcbmessern des Kreises entsprecben 
konjugierte Durcbmesser der Ellipse, nâmlicbiVO auf z undPQ||//. 
Durch i¥o ziehen wir a = MB, als Bild der Zylinderachse parallel 
zu X. Zu X parallel laufen auch die Umrifimantellinien des Zylinders, 
die in ihrer Yerlângerung m^ beriihren. Der andere Endkreis wird 
als eine zur Torigen kongruente Ellipse abgebildet; D ist ihr Mittel- 
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punkt; EF:^x\0 uTiâ. GR-i^FQ sind wieder konjugierte Durch- 
messer. Wir denken uns die EicMung des Lichtstrahles durch die 
seines Bildes und seines GrundriBbildes, also durch l und V, gegeben 
und leiten daraus das Bild V" des Seitenrisses ab. Gebt /'" durcb 
M, Iq" durch. M^ und treifen sich beide auf B C, so ist l^'" der um- 
gelegte SeitenriB eines Lichtstrahles, der die Zylinderachse schneidet. 
Die zu V" parallelen Tangenten des Kreises [NPOQ) bilden die 
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Fig. 50. 



dritten Spuren der beiden Lichtstrahlebenen, die den Zylinder- 
mantel bertlhren; ihre Berûhrungslinien bilden die Grenze seines 
Eigenschattens und ihre ersten Spuren die seines S chlagschattens 
auf TTi. Die Bilder jener Mantellinien gehen yerlângert durch die 
beiden Punkte von m^, deren Tangenten zu /„'" parallel sind. Dièse 
beiden Tangenten treffen y^ = B 0, in zwei Punkten, die auch auf den 
rerlângerten Schlagschattenlimen liegen. — M2)D^\\l und F2) || T, 
ist ferner D^E^^FB^, so ist FE^ der Schatten ^onFF, wâhrend 
GE emen dazu parallelen und gleichlangen Schatten G^H^ liefert. 
Der Schlagschatten des Endkreises besitzt alsdann die konjugierten 
Durchmesser FF^ und G^ E.. 
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Es werde zweitens die EbeneTTi um AB in TT umgelegt; 0^ sei 
die Umlegung des Ursprungs (0° auf 2, /_ AO^ B = 'K). Wir nelinieii 
in der Umlegung den ersten Spurpunkt X" der Kegelaciise und 
seinen Grrundkreis k^ an; ihre Bilder K und k sind dann hierzu 
afdn; A B ist die Affinitâtsaclise, <9° und affine Punkte. Die 
Ellipse k kann mit Hilfe ihrer Aclisen gezeichnet werden, die par- 
allel bzw. senki'eclit zu AB liegen. Senkrecht uber ihrem Zentrum A' 
werde das Bild;S der Kegelspitze gewâlilt. Entsprechen sich 8^ und 8 
durch die eben benutzte Affinitât, so gilt das gleiche von den ans 
diesen Punkten an k^ und k gelegten Tangentenpaaren ; letzteres 
bildet den scheinbaren UmriB des Kegelmantels. Sind 88^ und K8^ 
parallel zu / bzw. V, so ist 8^ das Bild des GrundriBscliattens von 8. 
Die Polare J L von 8^ in bezug auf k wird leicht mit Hilfe des 
affinen Kreises A° bestimmt. Die Geraden SJ und 8L stellen dann 
die Grenze des Eigenschattens auf dem Kegel, .6'^/ und 8^^L die 
Grenze seines Schlagschattens auf TTi dar. 

Der Kegel erzeugt Schlagsoliatten auf demZylinder. Die 
beiden Lichtebenen (x? J^SJ mià{8L8^ schneiden nâmlicli den Zylin- 
dermantel in zwei Ellipsen. Der Schlagschatten wird von Stûcken 
derselben begrenzt, die in dem gemeinsamen Punkte {R) auf {88^ 
beginnen und auf der sichtbaren Eigenschattengrenze des Zylinders 
endigen. Die Bilder der GrundriBschatten der Mantellinien durch 
{B]{F)[G)[E) und der Aclise(a) sctineiden die Schatten JS^ und K8.^ 
1/ l in Punkten, denen auf den Bildern der Mantellinien und der Achse 

I 1 selbst die Endpunkte je eines Paares konjugierter Durchmesser sowie 

II der Mittelpunkte beider Bildellipsen entsprechen. Zwei dieser 
h f Durchmesser liegen in der Ebene durch [z], ihre Bilder schneiden 
t ' ^^^^ i^ U{T=xx K8^, TU\\z, U auf 88^)-, die beiden andern be- 
j.i^ ' fiiiden sich in einer Parallelebene zu X\^, ihre Bilder sind daher 

parallel zu J8^ und L 8^. Der Punkt [R] gehôrt der Mantellinie an, 
deren SchattenbHd auf TTi durch 8^ geht. Man ziehe also durch 
8^ eine Parallèle zu x, durch ihren Schnittpunkt mit y eine Parallèle 
zu r, durch deren Schnittpunkt mit dem Ellipsenbogen A^P wieder 
eine Parallèle zu x; letztere trifft 88^m]î. Legt man noch an den 
Bogen MB in dem eben genannten Schnittpunkt die Tangente i und 
durch i^xy eine Parallèle zu x, so Hefert sie auf 8^J und S^Z die 
Spurpunkte der beiden Tangenten, die in B das Bild des Kegel- 
îjj schattens auf dem Zylinder berûhren. 
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Freie Ferspektive. 
Perspektive Darstellung von Ebene, Gerade und Punki 

60. Zur perspektiven Darstellung oder Zentralprojektion eines 
râumlicheii Gegenstandes bedarf man eines festen Punktes, des Aug- 
pnnktes, und einer festen Ebene, der Bildebene, deren Lage 
zum Gegenstand gegeben ist. Indem man Yom Augpunkte nach 
allen Punkten des Objektes Strahlen zieht, erbâlt man in ibren 
Scbnittpunkten mit der Bildebene die Bilder dieser Punkte; die 
Gesamtheit dieser Bildpunkte macht das Bild des Objektes ans. Es 
ist sofort ersichtlicb, dafi Merbei jedem Eaumpunkt ein bestimmter 
Bildpunkt zukommt, dafi aber jeder Punkt der Bildebene nocb un- 
endlicb yielen Punkten des Eaumes als Bild zugebôrt, nâmlich allen 
Punkten des Strables, der den Punkt der Bildebene mit dem Aug- 
punkte verbindet, Ein Eaumpunkt ist somit durch sein perspektives 
Bild nocb nickt bestimmt. Wir werden weiterbin sehen, wie seine 
râumlicbe Lage fisiert werden kann'). 

Die Lage des Augpunktes oder des Zentrums der Perspektive 
gegen die Bildebene wird in der folgenden Weise bestimmt. Vom 
Augpunkte, der stets mit bezeichnet werden soll, fâlle 
man ein Lot auf die Bildebene; sein PuBpunkt ^ heiBt der 
Hauptpunkt, seine Lange OA die Distanz. Sind Hauptpunkt 
sowie G-rôBe und Eichtung der Distanz bekannt, so kennt man auch 
die Lage des Augpunktes auf der einen oder anderen Seite der Bild- 
ebene. Um A als Mittelpunkt zieht man einen Kreis, denDistanz- 
kreis d, dessen Eadius gleich der Distanz ist. 

Die Lage des Objektes gegen die Bildebene ist fur die Gestalt 
des Bildes von wesentlicber Bedeutung. Wird iluge und Objekt 
festgebalten und nur die Lage der Bildebene geândert, so sind die 
betreffenden Bilder perspektive ebene Figuren (166 Bd.I). Verscbiebt 
man die Bildebene parallel zu sicb selbst, so erleidet die in ihr 
liegende Bildfigur eine âbnlicbe Yergrôfîerung oderYer- 
kleinerung. 

61. Die Bildebene teilt den Eaum in zwei Telle, von denen 
der eine den Augpunkt entbâlt. Yon diesem Telle woUen wir sagen, 
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er liège vor der Bildebene, wâhrend wir von dem anderen Tel 
sagen, daB er hinter der Bildebene liège. Die Lage der Bild- 
ebene Tvird fast immer so gewâUt, daB das darzustellende Objekl 
liinter ihr gelegen ist. Wir baben im ganzen dreierlei Raumpunkte 
zu unterscbeiden. Erstens: Punkte binter der Bildebene; ihre 
Bilder liegen zwiscben ibnen und dem Auge. Zweitens: Punkte 
Yor der Bildebene, die ibr nâber liegen als das Auge; ibre 
Bilder liegen Yom Augpunkt in der gleicben Eicbtung wie sie selbst, 
aber in grofierer Entfernung wie dièse. Drittens: Punkte vor der 
Bildebene, deren Abstand von ibr grôBer ist als die Dtstanz; 
ibre Bilder liegen vom Augpunkt ans in der entgegengesetzten Eicb- 
tung wie sie selbst, d. b. der Augpunkt trennt den Eaumpunkt und 
sein Bild. In dem dritten Fall nennt man das Bild virtuell nacb 
einer gebrâucblicben Bezeicbnungsweise der Optik, da bier nicbt der 
Sebstrahl ans dem Auge nacb dem Eaumpunkt, sondern seine Ver- 
lângerung rûckwârts iiber das Auge binaus die Bildebene trifft. In 
den beiden ersten FâUen beiBt das Bild reell. Der Gegenstand, 
dessen Bild wir entwerfen wollen, muB naturlicb eine derartige Lage 
zur Bildebene und zum Auge einnebmen, daB sein Bild reell 
wird. Trotzdem sind ôfters aucb virtuelle Bilder von Punkten, 
Geraden usw. zu konstruieren, die als Hilfselemente dienen; fur 
die Konstruktion reeller und virtueller Bilder ergibt siob kein 
Unterscbied. 

Bjnsicbtlicb der Bezeicbnung mag nocb vorausgescbickt werden, 
daB die Bilder eines Eaumpunktes JP, einer Eaumgeraden y usw. 
durcb Anbângen des Index c an die betreffenden Zeicben, also 2\, 
9c ■^sw., gekennzeicbnet werden soUen. Die Bildebene soll kurz durcb 
TT bezeicbnet werden. 

62. Darstellung einer Ebene. Eine Ebene E im Eaume 
legen wir fest, indem wir einerseits ibre Scbnitt- oder Spurlinie e 
mit der Bildebene, andererseits ibre Stellung gegen dièse angeben.. 
Das letztere geschiebt dadurcb, daB wir durcb das Auge eine 
Parallelebene zu E legen und ibre Spurlinie e^ zeichnen (Fig. 51). 
Da jede Ebene durcb die Bildebene und die Ebene E in Geraden 
scbneidet, von denen die eine das Bild der anderen ist, so ist jede 
Gerade in TT das Bild einer Geraden in E, und das Bild unserer 
Ebene tiberdeckt die ganze Bildebene. Speziell ist e^ das Bild der 
unendlicb fernen Geraden von E, d. b. der Gesamtlieit ibrer un- 
endHcb fernen Punkte, da Oe^\\E ist; e^ beiBt die Pluclitlinie 
vonE (vgl. 157-160 Bd. I). Parallèle Ebenen besitzen die 
gleicbe Flucbtlinie. Die Spurlinie e und die Flucbtlinie ^^ liegen 
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in der Bildebene TT und sind parallel; zu ilinen parallel ist auch die 

Verschwindungslinie e„ der Ebene E, deren Bild unendlich fern liegt, so 

da6 OeJJ] ist. Die Geraden e und e^ teilen E in drei Teile; der 

erste erstreckt sicli von e bis 

ins Unendlicbe und liegt hin- 

ter der Bildebene, sein Bild 

in TT ist der Parallelstreifen 

zwiscben e und ec^. Den 

zweiten Teil von E bildet der 

Streifen zwiscben e und ^^v or 

der Bildebene, sein Bild in 

TT dehnt sich von e bis ins 

Unendliche ans. Der dritte 

Teil von E liegt ebenfalls vor 

der Bildebene und erstreckt 

sich von e^ ins Unendliche, 

sein Bild ist virtuell und 

debnt sich von e^ bis ins Unendlicbe ans. In Fig. 51 sind P^, Q^, 

B^ die Bilder von Punkten, die im ersten bzw. zweiten bzw. dritten 

Teile von E liegen. 

Fâllt man vom Hauptpunkt A ein Lot AF auf e^, so ist OF 
eine Fallinie der Ebene Oe^ {OF±e^), und es ist z_ J-FO — s der 
Neigungswinkel der Ebene E gegen die Bildebene, da E|| Oe^ 
ist. Man zeicbnet den Winkel s durcb Umlegen des Dreieckes AFO 
um die Katbete ^i? in n als A AFO^ [AO^ ±AF,Oq auf d). Es ist 
sofort ersichtlich, dafi g g 45° ist, je nachdem e^ den Distanzkreis d 
sclineidet, beriilirt oder nicbt trifft. Geht die Plucbtlinie einer 
Ebene durcb den Hauptpunkt yj(, so ist die Ebene zur Bild- 
ebene normal. 

Die zur Bildebene parallelen Ebenen konnen in der angegebenen 
Weise nicht bestimmt werden, sie besitzen vireder erreichbare Spur- noch 
Fluchtlinien. Punkte und Linien in solcben Ebenen lassen sich durch 
Hilfsgeraden oder Hilfsebenen iestlegen, me wir weiterhin sehen werden. 

Bei Ebenen durch das Auge fallen Spur- und Pluchtlinie 
zusammen; die ganze Ebene projiziert sich als gerade Linie, 

63. Darstellung einer Geraden. Eine Gerade^ legen wir 
im Eaume fest, indem wir einerseits ihren Schnitt- oder Spur- 
punkt G mit der Bildebene, andererseits ihre Eichtung angeben. Das 
letztere geschieht in der Weise, da6 wir durch das Auge eine Par- 
allèle zu ^ legen und ihren Spurpunkt G^ zeichnen (Fig. 52). Jeder 
Strahl durch 0, der y in einem Punkte trifft, schneidet TT in dem 
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zugehôrigeii Bildpunkte. SpezieU ist G^ das Bild des unendlicli 
fernen Punktes von ff, da OG^y ist; G^ heiBt der Fluclitpuiikt 
von y. GG^==ff, ist das Bild von g {g^-=Og X T\). Parallèle 

Geraden besitzen den glei- 
chen Fluchtpunkt. 

Wir betrachten auBer dem 
Spurpunkt G und dem Flucht- 
punkt G^ der Bildgeraden'^^ noch 
den Verschwindungspunkt G^ auf 
g, dessen Bild ins Unendlicbe 
fâUt [OG^-^G^G). Das Stiick 
der Geraden hinter derBildebene 
(mit dem Endpunkt G) liât die Strecke G^ G zum Bilde. Die 
Strecke G G^ bat ein Bild, das sicb von G ins Unendliche erstreckt. 
Der Teil von g, der iiber G^ binaus liegt, bat ein virtuelles 
Bild, nâmlicli das Stûck von g^, das sicli von G^ ins Unendliclie ziebt. 
DerNeigungswinkelvon^gegendieBildebeneist/ = L.AG^O\ 
er ergibt sicb aus dem rechtwinkligen Dreiecke AQ^ O^ , dessen 
Katbeten bekannt sind {O^AX,AG^, 0^ auf d). Je nachdem G^ 
aufierhalb, auf oder innerhalb d liegt, ist y^4^b^. Aile Normalen 
zur Bildebene baben den Hauptpunkt .4 zum Fluclitpunkt. 
Die zur Bildebene parallelen Geraden liefern Bilder, die zu ibnen 
selbst parallel sind; auf diesen Bildgeraden gibt es jedoch weder 
Spur- noch Fluchtpunkt. Fine solcbe Gerade kann also nicht in 
der vorher geschilderten Weise festgelegt werden, vielmehr muB man 
entweder einen Punkt auf ihr oder eine Ebene durch sie angeben. 
Bel Geraden durch das Auge fallen Spur- und Fluchtpunkt zu- 
sammen, sie projizieren sich als Punkte. 

64. Liegt eine Gerade g in einer Ebene E, so liegen 
Spur-.Flucht- und Verschwindungspunkt der Geraden be- 
ziiglich auf Spur- Flucht- und Verschwindungslinie der 
Ebene {G auf e, G^ auf e^, G„ auf ej. Dies folgt unmittelbar aus 
der Définition der genannten Elemente. Nattirhch gehôrt auch um- 
gekehrt eine Gerade einer Ebene an, wenn ihr Spur- und Flucht- 
punkt bezuglich auf der Spur- und ■ Fluchtlinie der Ebene liegen. 
Ist eine Gerade zu einer Ebene parallel, so liegt ihr Flucht- 
punkt auf der Fluchtlinie der Ebene. 

65. Eine EbeneE soll in die Bildebene umgelegt werden 
(Fig. 53). Ist % eine Figur in E und g^ ihr Bild, so bleibt nach 
163 Bd. I die perspektive Beziehung zwischen ibnen erhalten, wenn 
man % mit der Ebene E um die Spur e dreht. Legt man eine 
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Ebene E um ihre Spur e in die Bildebene um, wobei die in 
ihr liegende Fignr g in g° ûbergeben mag, so sind g° und 
%^ perspektiv. Legt man gleichzeitig das Ange um ibre 
Flucbtlinie e^ als 0° in die Bild- 
ebene nm, dann ist 0^ das Zen- 
trum der perspektiviscben Be- 
ziebung zwiscben g° und fy^. Der 
Beweis bierfiir findet sicb in 164 
Bd. I; dort wird auch gezeigt, da6 
der Abstand von e^^ nnd e gleicb 
demAbstand von <9*^ und e^ ist. 
Man kann das vorstebende Ré- 
sultat aucb in die folgende Form 




Fig. 53. 



kleiden. JederPunkt derEbeneE 
befindet sicb nacb seiner um 
die Spur e ausgefûbrten Umlegung in die Bildebene in ge- 
rader Linie mit seinem Bilde und dem um die Flucbtlinie e.^ 
umgelegten Auge. Jeàe Gerade derEbeneE ist nacb ibrer 
Umlegung um die Spur e parallel zu der Greraden, die ibren 
Flucbtpunkt mit dem um die Flucbtlinie e^ umgelegten 
Auge verbindet. So ist g^lG^O'^, denn die Parallelen g und 
G^O werden um die Parallelen e bzw. e^ gedrebt. 

"Will man um e^ umlegen, so fâlle man von auf e^ das- 
Lot OP^{AF^ J_ e^); das umgelegte Lot 0^ F^ ist zu e^ normal> 
seine vv^abre Lange ist die Hypoténuse eines recbtwinkligen Drei- 
eckes mit den Katbeten A F^ und A 0, das in der Figur um die 
Katbete AF^ umgelegt ist {F^O^ = F^O^). 

Die Fallinien der Ebene E baben Bilder mit dem Flucbt- 
punkte F^; denn sie steben auf e senkrecbt, ftir ibren Flucbt- 
punkt i^^ gilt also die Beziebung OF^±e^. Die Hauptlinien 
von E besitzen Bilder, die zu e parallel sind; denn da sie e nicbt 
scbneiden, konnen es aucb ibre Bilder nicbt tun. Sind f^ und h^ 
die Bilder einer Fall- und einer Hauptlinie und ist P^ = f^ X /',, 
so liegt F^ ==f X A° mit P^ und 0° in geràder Linie [P X e, k^\e, 
/; durcb F^, /g|«). 

66. Bestimmung der wabren Gestalt eines Dreieckes 
durcb Umlegen um die Spur seiner Ebene (Fig. 54). Sei P^Ç^iî!^ 
das Bild des Dreieckes und seien e und e^ Spur- und Flucbtlinie 
der Ebene FQR, so bestimme man zunâcbst die Spur- und Flucbt- 
punkte der Dreiecksseiten. Es sind A, A bzw. B, B bzw. (7, C 

1 m i~s 'CO •'00 "oo 

die Spur- und Flucbtpunkte von QB bzw. PP bzw. FQ, wenn 
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q^H^Xe = A, QJi^ X e^ = A^ usw. ist. Legt mm jetzt das Auge 
«ni e^ als 0" in die Bildebene unij dann gelit Q'^Ii^ durch A und 

ist zu O^A^ parallel; ebeu- 
so gehen li^F'^ und P"^" 
durch M und C uud sind zn 
Ofi-ff^ uud O^C^ parallel. 
Damit ist die walire Gestalt 
P^Q^Ii" uuseres Dreieokes 
gefundon ; seiue Eckeu liegen 
mit den Eckeu des Bild- 
dreieckes P^QJi^ auf drei 
Strahleu durch 0". In der 
JTigur ist auch die Ver- 
schwindungslinie e^ nach e^ 
umgelegt -worden mit Hilfe 
der "Beziehung (^ " _[ ^J = 
(Oq h e^). Dauu schneidet 
l'Ui" die Gerade e^^ m MJ', 
und es ist das Bild JP ïï zvl 
der Verbinduugsliuie 0^£^ 
parallel; ahnlicli verhîilt es 
sich auch mit deu beiden anderen Seiteu des Dreieckes. 

67. Bestimmung der wahren Lange einer Strecke, 
deren Bild gegeben ist. Es niôgeu das Bild g^ = P^Q^, der 
Spurpunkt G uud der Fluchtpunkt G^ der Geraden g = PQ bekannt 
sein. Wir legeu durch PQ eine heliebige Ebene E, dann geht a 
durch uud e^(||e) durch ff^, und wir erhalteu die ivahre Ltlnge 
von PQ, indem wir genau wie vorher die Ebene E um ihre Spur 
umlegen (Fig. 55). Hierbei bestimmt sich 0" gauz wie friiher, und 
es ist 0^0"=^ G^O und /Hff^O"; die Geradeu O^P^ und O^Q^ 
achneiden auf (7° die wahre Lange P°0^ aus. 

Da die Eichtung von e durch G beliebig ist, so kann auch 
f^co^^dli?") jede betiebige Richtung annebmen; wir erhalten desbalb 
folgende Konstruktion der wahren Lange. Sind G und G^ Spur- 
uud Eluûhtpunkt einer Geraden g und ist PQ eine auf ibr 
liegende Strecke, deren Bild P^§^ bekannt ist, so ziebe man 
durch G^ in beliebiger Eichtung die Strecke G^O"^ = G^O, 
sowie durch G die Parallèle y^j dann wird die w ahre Lilnge 
P^Q.° der Strecke PQ durch die Strahlen 0°P^ und O'^Q^ auf 
g° ausgeachnitten. ff^O" findet sich als Hypoténuse des recht- 
'Winkligen Dreieckes mit den Katheten G^A undyiO; aie ist gleich 
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■der Entfernung des Fluclitpunktes G^ vom Auge 0{A0^ J_ G^A, 
AO.^AO, G^O,= G^O=G^O'). 

Das hier ausgespro chêne allgememe Résultat findet hesonders 
in den folgeuden beiden Weisen seine Verwendung. Liegt die 
G-eradey in derEheneE, so heatimme manaufe^ einen der 
Pnnkte 0^ oder Oa, fur die G^O'^ = G^O^ = G^O ^^^ G^O^ 
ist; ans jedem dieser beiden Pnnkte projiziert sich eine 
jede Bildstreoke P^Q^ von (/^ in wahrer Lange aul' e {F^Qa 
^FQ = F^Q''). Der Punkt Ô'' hzw. 0^ heiBt Teilungspunkt 
von g^, weil er dazu dienen kann, jede Bildatrecke auf (/^ so zu 
teilen, daB die wabren Liingen dieser ïeile in einem vorgeschriebenen 
Verhaltnisse stehen. 





Fig. 65. 



Fig. 56. 



68. Legt man zweitens durch p eine Bbeue senla-echt zur 
Bildebene, so ist G^A ihre Fluchtlinie uud /;' (1| G^ A diirch G) ihre 
Spurlinie^ dahei iat g' die Orthogonalprojektion von g auf die Bild- 
ebene (Fig. 56). Legt man jetzt das Auge um G^A nach 0^^ um 
{OqAxG^Aj Oj) auf d) und die Gerade ^ um ihre Orthogonal- 
projektion (/' nach (/„ (y^ |[ Ûp G^, g^ durch G), so projiziert sich jede 
Bildstrecke F^Q^ tou g^ aus 0^ in "wahrer GrôBe auf g^. Projiziert 
man P^Q^ aus A auf g', so erhalt man die Orthogonalprojektion P'Q,' 
von Pq\ denn die von F und Q auf die Bildebene gefallten Lote 
haben À zum Fluchtpunkte und ihre Spurpunkte P' und Q,' liegen 
auf g'. Die Streckeu P'P^ und qq^ stehen auf g senkrecht und 
gebeu die Abstânde der Punkte P und q Yon der* Bildebene T\ au. 
Tragt man G^Oa=G^O^ auf G^À auf, ao ist 0,1 derTeilunga- 
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punkt voB ff^ liiusichtlicli der zu ÎT normalen Ebene durcliï/; J^^q 
in-ojiziert sich also aus 0,j in der ivahren Liinge P^q^{^ p^ q 

69. Die liier gegebeuc Darstellung der Ebene und der Geradei 
und im AnscbluB daran dje des Punktes auf der Geraden oder h 
der Ebene Itann dazu benutzt werdeii, eine Keibs von Aufgaben zi 
losen. Aus dem Bilde F^ und der orthogoiialen Projoktion F' eine 
Punktes, wobei F^F' durcli den Hauptpunkt A gebeu muB, ergib 
sich sein Abstand von der Bildebene durcli die Relation PF'-.O^ 
= F'F^:F^A. Es folgt das unmittelbar aus Eig. 56 und wird noc] 
einfaclier durch Umlegeu von OF um seine orthogonale Projektion ^i 
erbalten. Aus dem Bilde .9, und derProjektion (/' einer Goraden ergib 
sich ihr Spuvpunkt G = g^X <J und ihr Flucbtpunkt G^ = q^ X G^û 
wobei G.^ Â\g isi Ist die Gerade g zur Bildebene parallel, so is 
g^\g'\ ibr Abstand von der Bildebene ist gleicb dem Abstam 
irgend eines Punktes F auf ibr, der sich wie vorber bestimm 

il; ; (-^'-^ diïcli A 

Ein Punkt kanu biernach durch sein Bild und seine ortho 

gonale Projektion, oder durch sein Bild und seineu Abstan 

von der Bildebene gegeben werden. Ebenso kann eine Parallel 

iini , zur Bildebene durch ibr Bild und ibren Abstand, oder dure 

ihr Bild und ibre orthogonale Projektion bostimmt werden. 

Aus Fig. 56 erkennt man weiter, daB sich der Abstand eine 

Punktes von der Bildebene zur Distanz aucb wie die Abstand 

seines Bildes von Spur- und Flucbtpunkt einer durch ibn gelegte 

ïi ! Geraden verbalt [FF' \0A = GF^'.Ffi^\ oder "wio die Abstand 

seines Bildes von Spur- und Fluchtlinie einer durch ihn gelegte 

Ebene. Ganz ebenso verhiilt sicb der Abstand einer zur Bildeben 

parallelen Geraden zur Distanz, -wie die Abstânde ihres Bildes vo 

Spur- und Fluchtlinie einer durch sic gelegten Ebene. 

70. Bie Schnittlinie s zweier Ebenen B und f hat de 

Spurpunkt5=ixc und den Fluchtpunkt5^ = i^ Xc^. DerSchniti 

punkt iS einer Geraden g und einer Ebene E wird erhaltei 

indem man durch g eine beliebige Hilfsobene A legt, also ibre Spui 

linie d durch G und ibre Fluchtlinie d^ (|| d) durch G^ zieht und di 

G erade 2 = E X A mit g schneidet {J^^axdy X^ = p.^xd^, S =g X i 

Ist g parallel zur Bildebene, so kann man eino zur Bildebene noj 

maie Hilfsebene durch sie legen; ibre Spurlinie ist g'{\\g^ und ihi 

zu g^ parallèle Fluchtlinie gebt durch A, Die einfachen Figure 

zu diesen Aufgahen sind weggelaasen, da die gleichen Konstrul 

tionen in den weiteren Aufgaben wiederkehren. 
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71. Durch einen Punkt F zii der G-eraden k eine Pa- 
rallèle / zu zielien. F liège auf einer Geraden </, also F^ auf 
G G^ , daim ist l^ = K^, /, = Z^ P, und LG\\L^G^; denn Z 6= und 
L^ G^ bilden Spur- und Fluchtlinie der Ebene Ig (Fig. 57). Hieraus 
ergeben sicli aucli Spur- und Fluchtlinie der Ebene kF^ die auch 
die Parallèle l enthalt, erstere ist KL, letztere ist hierzu parallel 
und geht durcli K^. Der Distanzkreis ist hier und wciterhin, wo 
er nicht gebrauclit wird, weggelassen. 

Durch einen Punkt F zu der Ebene E eine Parallel- 
ebene A zu legen. F niag durch sein Bild P, und seine ortbo- 
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Fig. 57. 



Fig. B8. 



gonale Projektion F' gogeben sein [F^F' durch -i, Fig. 58). Ziehen 
wir durch F irgend eine Gerade g parallel zu E (i/^ durch Pj, so 
liegt ihr Fluchtpunkt G^ auf e^ und ihr Spurpunkt G auf einer 
Parallelen zu A G^ durch F'. Denn die Parallelen A G und F' G 
bilden Flucht- und Spurlinie einer Ebene durch die Geraden FF' 
und g. Die gesuchte Ebene A enthâlt die Gerade g, besitzt also 
die Fluchtlinie d^ = e ^ und eine dazu parallèle Spurlinie c? durch G. 
73. Durch einen Punkt F eine Gerade s zu legen, die 
zTvei Gerade k und / trifft (Fig. 59). Der Punkt sei wieder durch 
sein Bild P^ und seine Orthogonalprojektion P' gegeben {P^P' geht 
durch A). Wir legen durch F eine Parallèle d zu h, dann ist 
D^ = K^ ihr Fluchtpunkt und d^ = D^ F^ ihr Bild; ibr Spurpunkt i? 
liegt auf einer Parallelen zu Jî^ ^ durch P'. Denn FF' und d liegen 
in einer Ebene mit D^ A als Flucht- und 3) F' aïs Spurlinie. Ebenso 
ziehen wir durch P eine Parallèle e zu ?, dann ist L^ = M^ ihr 
Fluchtpunkt, e^ = \ F^ ihr Bild und B=e^xP' ^(1| L^ A) ibr Spur- 
punkt. Die gesuchte Gerade s erscheint nun als Schnitt der Ebenen 
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kd und le, also ist ihr Spurpunkti'^ i^Xx ^Z/, walirend ihr Fluchi 
puultt^^ auf den Geraden iT^ 5« (Il XiJ) und Jj^S^[\\LB) liegt. 
Soll man eine Gerade 5 zeichnen, die zwei Gerade k und 
ti'ifft und zu einer dritten, etwa g, parallel ist, ao fàllt 8^ mit (?, 
zusauimen und 8 iat der Sohnittpunkt der GeradeiiXS(||iir^ G^) un 

Von einer Geraden s=^Q,R aeien Spur- und Fluclit 
punkt zu finden (Fig. 60). Die Punkte Q, R môgen zwei Gt 





J^"- 



raden k bzw. l angehoren und seien duroh ihre Bilder Q^ und 1 
auf den Bilrtgeraden h^ und l^ gegeben. Wir suchen naola 71 di 
Sj)ur- und Flucbtlinien der Ebenen ItM und IQ_, indem wir durch j 
eine zu k parallèle Gerade m [M^ = K^ , ML || M^ X^) und durch i 
eine zu Z parallèle Geraden legen{i\'^ = -^a,j ■^^11-^^'^ ^ca)- DieSpui 
linien von A Ji und / Q sind A M und Z iY, ihre Fluohtlinien gehe 
dui'ob. K^ bzw. Jj^ ; eratere acbneiden sich im Spurpunkt S, letzter 
im Fluchtpunlct S^ der gesuchten Geraden 5. Da wii' s^^ Q^I\ 
kennen, genligt es, Spur- und Flucbtlinie Yon einer der beiden Ebene 
kli bzw. IQ zu konstruieren. 

73. In einer Ebene E durcli einen gegebenen Punkt. 
4ie beideu Geraden mit dem Koigungswinkel / gegeii di 
Bildebene zu zeichnen (Fig. 61). Die Fluchtpunkte aller Ge 
ïaden mit der Nejgung / gegen die Bildebene TT liegen auf einer 
Kreise c mit dem Mittelpunkte A. Der Radius dièses Kreises ia 
die eine Kathete eines recbtwinkligen Dreiecks, in dem die Diatan 
die zweite Kathete xmd / den dieser gegenuberliegenden Winkf 
bildet. Die Schnittpunkte ^ und K^ yon c und e^ sind die FlucUi 
punkte der gesuchten Geraden i und A, ihre Spurpunkte / und j 
liegen auf e, und ihre Bilder //^ und JCA^ gehen durch P„. 

Den Winkel (3 zweier Geraden h und î zu finden (Fig. 62 
Da OK^\\k und OZ^ \\ î ist, ao iat ^ = l. KOZ^; die wahre GrijB 
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dièses Winkels ergibt sich aber dxirch Umlegen des Auges um 
in die Bildebene. Zu diesem Zwecke zieht man 



die Gerade A'^i/^, 





Fig. 61. 



Fig. 62. 



OF. 



^i^lXK^L^ undAOJX^Z^ {0, auf rf) und tragtdann 0,F^ 
atif AJi'^ als O'^F^ auf, dann ist /? = ^ ^^^O'^Z^. 

74. In einem Punkte P einer Ebene E eine Normale n 
von gegebenei- Lange zu errichten {Fig. 63). Ist e^ die Fluclit- 
linie von E und i\'^ der 
Muchtpunkt von n, so 
folgt aus n X E) ^.aB 
aucli OJV^ S-Oe^ ist. 
Die Ebene Oe^' bat in 
der Bildebene die Spur- 
linie e^ und die ortbo- 
gonale Projektion der 
GeradenOi\^ i8t^J\'^, 
desbalb ist aucli AJY^ 
±e^ (67 Bd. 1]. Der 
i*'luchtpunkt iV^ der gesuchten Normalen liegt also auf der Ver- 
lângerung des vom Hauptpunkt A auf die Fluchtlinie der gegebenen 
Ebene geiallten Lûtes AF^. Auf dieser Geraden bestimpt sicb N 
durch die Beziehung Oli^J^OF^; zur Konstruktion lege man das 
Auge um AF^ in die Bildebene als 0^, um {A 0^ x -^F^-, .0^ auf d) 
dann ziebe man OgiV^ normal zu O^F^. Hieraus folgt zugleicli die 
Relation AN^-AF^^{AOf. ■ 

Das Bild der gesucbten Normalen ist n^=^^^P.^, ihr.Spui'- 
punkt iV ergibt sicli folgeudermaBen. Jede durcb P verlanfeu^e 




Fig. 63. 
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Gerade der Ebene E bestimint mit n eine Ebene, auf dereu Spur. 
Unie iV liegt. Man wâhle etwa die FallHnie durcli 2\ deren Flucht^ 
punkt F^ ist und deren Bild durch P^ geht; dann liegt die Nor- 
male n in der Ebene mit der Fluchtlinie iV^ F^ iind eiiier dazi 
parallelen Spurlinie durch F und ilir Spurpunkt JV" auf dieser Spur 
liûie (-A'^i|jV^P^ J, e^). Jetzt ist noch auf n^ ein Punkt Q^ zi 
findeu, so daB PQ eine verges chriebene Lange besitzt, Man erreichl 
dièses durch Umlegen der Geraden n um ihre orthogonale Projektior 
/(' = NF und erhalt ao 7ï(, [[ 0^ iV^ durch N und auf n^ den PunkI 
pQ = «0 X *^o-^c' "^^'^^^ ^^^ ^^^ ''o *^^^ Streoke F^Q^ gleich dea 
gegehenen Sti'ecke PQ auf, so ist <2d ~ -^^c-^ '^o ^o- 

Mau kaim auch den Teilungspunkt O4 auf jV^ ^^ benutzei 
{^a> ^à - ■'^03 ^0) ™<1 ^on ihm aus P^ auf JVi^ projizieren als P^ 
macht mau Pj Qj gleich der gegebenen Strecko, dann geht Q^ 0, 
durch (3fi* Nimmt man statt der Falllinie durch P eine beliebigc 
Gerade (7 der Ebene E (also QG^ durch P_,, G auf «, G^ auf e ), se 
wird i\' <jj[iV^ (?^, und aus dem Teilungspunkte 0^ auf N^ G^ {^^0' 
= iV^Oo) projiziert sich P^Q^ in wahrer GroBe auf ^G als P^^'q-i 
Ist also P^ und die Lange der Normalen bekannt, so findet sicl 
hiei-nach ihr Endpunkt Q^, Es braucht kaum hervorgehoben zi 
werden, daB bei den genannten Xonstruktionen sich zwei Lbsunger 
ergeben, wenn nicht angegeben ist, auf ivelcher Seite der Ebene dit 
Normale liegen soll. 

In eiuem Punkte P einer Geraden n die Normalebene E 
zu errichten (Eig. 63). Dièse Aufgabe ist die Umkehrung dei 
vorigen, und es folgt aus der vorausgehenden Behandlung unmittelba] 
die Konstruktion von E. Man ziehe ^^ A und lege um dièse Geradf 
das Auge nach 0^ um, dann findet man auf N^ A den Punkt F^ 
durch die Beziehung F^ 0^ X N^ 0^. Die PluchtUnie e^ der ge^ 
suchten Ebene steht in F^ auf N^ A senkrecht^ ihre Spurlinie e er 
gibt sich in folgender Weise. Ein beliebiger Punkt G^ auf e^ isl 
der Fluchtpunkt einer bestimmten Geraden g durch F, die offenbai 
auch der gesuchten Ebene angehort. Da auch g und n in einei 
Ebene liegen, so gewinnt man G aus der Relation iVGlUV Q 
[G = F! G X G^ PJ und damit e{\\ej durch G. 

Eine Gerade n steht somit auf einer Ebene E senkrecht 
wenn das vom Hauptpunkte A auf die Fluchtlinie e^ de] 
Ebene gefallte Lot den Eluchtpunkt iV^ der Geradenlirâgi 
und das Produkt der Abat^nde . des Hauptpunktes vo'i 
Fluohtpunkt und Fluchtlinie gleich dem Quadrat der Di- 
stanz ist. Dabei mufi A zwischen Fluohtpunkt und Fluohtlinit 
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Hegen, Jede Gerade, deren Muchtpuukt sich auf e^ befindetj isfc 
zu n normal; jede Ebene, deren Fluchtlinie durcb lY^ geht, iat zu E 
normal. 

76. Durch eine Gerade (/ eine Ebene B senkrecbt zu 
einer gegebenen Ebene E zu legen (Fig. 64). Man bestimme 
Tvie vorher iV^ [N^ ^i±e^, lY^ Axe^^J^^, N^ 0^ ± 0^ FJ, so ist 
N^ G^ = l>^ die JTlucbtlinie der gesucbten Ebeno und die durch G 
gezogene Parallèle b 
ilu'e Spurlînie. Die 
Schnittlinie s = B X E 
(S^èxe, S^ = lu 
X e^) ist die ortho- 
gonale ProjektionYon 
g auf E nud M = s û~:y 
X g der Schnittiiunkt 
von g und E [li^ f= s^ 
X ff^). Fâllt man von 
einem Punkte P der 
Geraden g auf E ein 
Lot, so liegt sein 
Fufipunkt Q auf s 

auf SS^). Durch Umlegen der Ebene B um ihre Spurliuie b gewiiint 
man einerseits den Winkel a = l^gE^ /L g n und andererseits dio 
wahre Lange des Lotes PQ,. Ist 0** das um h^ umgelegte Augo 
[O^A X b^, N^ 0« = N^ 0,), so ist « = /_ G^ OH^. Zngleich ist 
P^q^ die wahre Lange von PQ, wenn P'^Q^WO^N^ durch JV geht 
{N= h X P,NJ und P\ ^° auf den Strahlon O^P^, 0<' Q^ Hegen. 
In der Figm* sind auch g° und s° eingezeichnet {g^ \\ G^ 0°, s" || S^O*^). 
Die wahre Lange von PC erbait man auch, wenn man die Strecke 
iV^ 0^ auf b^ als i\^ Oj auftràgt nnd die Bildstrecke P^ Q^ von Oa 
auf b als -Pj Qj projiziert. 

76. Gegeben eine Ebene E und eine Gerade g\ man 
soll in E die beiden Geraden suchen, die mit g einen be- 
stimmten Winkel |9 einschliefîen (Fig. 65). Sind e, e und G, 
G^ bekannt, so bestimme man zunacbst wie vorher den Flucbt- 




Fig. 64. 



Il 
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punkt JV; der Normalen Ton E {^^Aj_e^, ■^'\'"co -^^ X «a. 
■^V^ Oq _L Oj, 2''J. Die Fluchtpunkte £^ und Jj^ der gesucbten Ge- 
raden /t.und / mfissen erstens auf e^ liegen nnd zweitens muB 
^^œ^^<a = ^L^OG^^=§ sein* Betrachtet man aber das Dreikant 
mit den Kanten OK^, G^ und M^, wo M^ =^ e^ X G^ iV^ ist, so 
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sind aeine letzten beiden Kanten bekannt, wahrend man die erate 
KaBte OK^ durcli folgendetberlegung erlialt, DieSeite M^OG^ des 

Dreikantes steht auf 
-/ der Seitoil/^O/iT^ senk- 
''^^ recht, dennff^il^dlE) 

gelit durch JV^; auBer- 
dem kennt m an zwer 
Kantenwinkel oder Sei- 
ten desselben (vergl, 
112 Bd. I}, nâmlich 
^X^OG^^,^nnàL 

wenn 0" das umiV^ G^ 

umgelegte Auge ist 

{OUl,N^G^,N^œ^ 

iV^ Oq). Hieraiis ergibt 

sieli seine dritte Seite 

r^ l^M^ OK^, indem 

man zu dem genannten 

Dreikant ein kongru- 

entes mit den Kanten 

0" G^ und O" K zeiohnet. 

Dazu trage man nacli 117 Bd. I 

an 0° G^ den Winkel G^ 0" B^ 

— /9 an, wa^hle JI^ in beliebigem 

Abstande von 0°, ziehe JI^H' 

J_ 0" e , dann isti^' auf 0°M 

die orthogonale Projektion YonE 

und die Kanten 0° M^ und 0^11 

schlieBen den gesuchten z_ / 

ein, ao dafi / = z_ ii' 0° E'^ ist 

Legt man sohlieBlich nocli 

das Auge um e^ nach Oj um 

und zieht duroli 0^ die beiden 

Geraden, die mit Oj M^ den 

Z_ / einschlieBen, so treffen 

sie e^ in den gesuchten Flucbt- 

^'& ^«- punkten K^ und Z^. Ist 5, 

das Bild von S = cf X B (70), so sind S^K^ und -iS^Z^ die Bilder 

der verlangten Geraden, deren Spurpnnkte dann auf e liegen. 



Fig. 65. 
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77. Die gemeinsajne Normale zwoier Greraden g und li 
zu finden (Fig. 66). Die Verbindungslinie G^^ i^ der Fluchtpimkte 
beider Geraden ist die Fluclitlinie ftir aile Ebenen, die zu den beiden 
Geraden parallel laufen. Die gesuchte Gerade ist zu diesen lilbeneii 
normal, ihr Fluclitpunkt N^ wird desbalb nacli 74 aus der Bucht- 
linie G,^ R^ gefunden (iV„ J^G^H^, i\'^ d X G^ /4 = I^^ . i^^ Of 
= AF^-ANJ. Die gemeinsame Normale n = JPQ liegt emerseits 
mit ^, lindererseits mit h in einer Bbene, ibr Spurpiinkt iV" liegt also 
auf den Geraden B^G {\\I^^ GJ und NU (P^^ -/41 ^^'^ = "« 
schneidet g^ und h^ in 
den Punkten P^ und 
Q . Es soll noch die 
wabre Lange des Ab- 
standesP^ der beiden 
Geraden gezeichnet 
werden. Nach 67 
trage nian JV^ == 
N^O^ mîN^G^ als 
jV^ Oà auf, dann proji- 
ziert sicb JP^Q^ aus Oj 
auf JS! G iu seiner 
wabren GrôBe Pa Q,â^ 

78. Die Gera- 
den zu zeiobneu, 
die mit einer gege- 
benen Geraden g 
einen bestimmten 
Winkel a und mit 
einer gegebenen 
Geraden h einen 
beatimmtenWinkel 
ci einschliefîen (Fig, 67). Die Aufgabe wurde bereits in 103 Bd. I 
fiir orthogonale Projektion behandelt, hier soll nun die Konstruktion 
fUr Zentralprojektion durcbgefùbrt werden. Ist l eine Gerade von 
der vorgeschriebenen Beschaffenbeit, so gelten fiir die Flucbtpunkte 
der Geraden g, h, l die Beziehungen: L. G^ OJj^ = a und /L E^ OZ^ 
= /5. Die beiden Hotationakegel mit dem gemeinsamen Scheitel 
und den Achsen G^ bzw, 11^ , deren Mantellinien mit den zu- 
gehbrigen Achsen den Winkel a bzw. /5 einschlieBen, achneiden sich 
in Yier Geraden {99 Bd, I), die zu den gesuobten Geraden parallel 
laufen und unter denen sioli aucb die Gerade OX befindet. Es kommt 
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also ailes darauf an, die Sclinittlinien dîeser Kegel zu Itonstmiereii. 
Zu diesem Zwecke di-ehen ivir die Kegelaclisen G^ und 11^ und 
mit ihnen die Kegelfl^chen selbst um e = G^-^^^^y ^i^ ^^^ ^"ge in 
die Bildebene nach 0" gelangt (OM X «; OM X e = i^, 0» i^' = 0, F, 
A\\e, 0(, auf d), und bestimmen zunadiat die gemeinsamen Ge- 
raden dieser gedrehten Kegelflachen nach 99 Bd. I. Ist ^2)0°G^ 
= a, so ist D 0" eine in der Bildebene TT liegende Mantelliiiie des 
Kegéls mit der Achae 0^G^\ ebenso ist 0'^ C eine in TT 'liegende 
Mantellinie des Kegels mit der Aolise 0" Jl^, wenn i. CO'^M^ =. /î 
ist. Um 0^ als Mittelpunkt besclireibeu wir eine Zùgel, die TT in c 
und die Mantellinien 0"^ D und 0^ G in B, J\ bziv. G, 0^ scbneiden 
mag. Dièse Kugelfljlche schneidet die Kegel in je zwei Kreisen, 
deren Ebeneu zu 0° G^ bzw. 0*^11^ normal sind; ilire aenlirechten 
Projektionen werden von zwei zu O^G^ normalen Geraden durcli 
D und D^ und von zwei zu O'*/?^ normalen Geraden durch G und 
(?j gebildet. Die beiden Kreise durch G bzw. B sohneiden sich in 
zwei Punkten /, und Jg, deren gemeinsame orthogonale Projektion 
auf n der Punkt /' ist {GJ' X 0" /^ ,J)J' ±0^ GJ._ Die Abstande 
der Punkte /j und J^ von der Bildebene sind gleich J^^J', wenn 
/««/'X CV ist und /^ auf c liegt. O^/j und O^/^ sind zwei ge- 
meinsame Mantellinien der gedrehten Kegelflachen; sie besitzen noch 
zwei weitere O^K^ und O^K^, deren gemeinsame orthogonale Pro- 
jektion 0°K' ist {CK' X O^l-I^, -Oi i:' X 0° GJ, auf die wir jedocli 
nicht weiter eingehen wollen. 

Wir legen jetzt durch e eine Ebene E, die zur Ebene e sym- 
meti'isch liegt in bezug auf die Bildebene; sie wird die Strablen 
O^/j und O'^/g in zwei Punkten L bzw. M sohneiden. Fiihren wir 
nun um e eine der frliheren entgegengesetzte Drehung aus, so dafi 
0^ wieder nach gelangt, dann nehmen die beiden Kegel wieder ihre 
urspriingliche Lage an, wahrend E mit der Bildebene zur Deckung 
kommt. Demnach gehen bel dieser neuen Drehung die Punkte l 
und M in zwei Punkte I^^ und M^ der Bildebene tiber; OL^ und 
■^ M^ aind zu zweien der geauchten Geraden parallel, d. h. Jj^ und 

M^ sind die Muchtpunkte dieser Geraden. Um dièse Punkte zii 
zeichnen, benutzen wir TT als GrundriBebene und eine dazu senk 
reohte Ebene durch O^AF als Aufril3ebene; dann liegt in der Auf 
rifiebene, die wh- um 0°A so umlegen, daB nach 0^ gelangt. Nuii 
ist J' die erste Projektion von /^ und /g und es sind J'/' und // 
ihre zweiten Projektionen (/' J^" //' X 0"^, J/' J^" = 2 /' /(,); zugleicl 
ist «3 = FO^ die zweite Spur der Ebene E, wenn O^Oa eiu Durch 
messer von d ist, denn es muB /_ 0^ FC^ = L O'^FO^ sein. Hierauf 
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ergebeu sich //'= e^ x 0°J^" und 3£" = e^ X O^J^' und ihre ersten 
Projektioneu L' und'ili' auf 0"/' {1"Jj'\\È"j\1' X O^'A), sowie durch 
Dretung um e die Punkte L und Jlf^ {LJ' auf OM, Z^" J - L" 2', 

Die Gerade l mit dem Fluchtpunkt Z^ , welclie die gegebenen 
Gevaden ff und A trifft, besitzt einen Spurpunkt Z, in dem sich die 
Spurlinien derEbeiien (/l\mà h l scliueiden {GL\\ G^ Z^, Il Ii\\HjL^). 
lu gleiclier Weise findet mau M, den Spurpuukt von m. Die Ge- 
rade l trifft die gegebeuen Geraden g und h in F und Q, die Ge- 
rade VI trifft sie in R und 5; es existieren noch zwei weitere 
Geraden von der verlangten Art, sie sind jedoch niclit in die Zeich- 
nuug eiugetragen. 



Perspektive Darstellung von Kôrpern und Flâchen. 

79. Bei dieser Darstellung werden w ofters von der ortho- 
gonalen Projektion dieser Gebilde auf gewisse Hilfsebenen Gebraucli 
machen und beliandeln 
deshalb jetzt die ITrage 
nacli dem Zusammen- 
hang der Darstellung 
von Punkten, Geraden 
und Ebenen in ortho- 
gonaler und 2entral- 
projektion. Dabeiwerden 
wir drei iveseutlich ver- 
schiedene Fàlle unter- 
scheiden. 

Erstens; Die eine 
Projektionsebene TTg 
fàllt mit der Bild- 
ebeneTT zusanini.en, die 
andere TTi ist zu ihr zu 
senkrecht (Eig. 68). Sei 
X die Scbnîttlinie der Pro- 
jektioiisebenen X\-^ nud W.,, 
A der Hauptpunkt und d 
der Distanzkreis. Dann 
ziehen Avir durch A = 0" 
die Eluchtlinie a^ (|1 x) von 
TT„ legeu das Auge um a^ 
gleiohein Sinne um x umgelegte erste Projektion des Auges [AGM X.»:^ 




i-'ig. 



nach 0(, um und suchen 0', d. bj die in 
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Oq 0' = (^ H A') ). Siiid nun e^, e^ die Spuren einerEbene E, ao iat 
e = e^ ihre Spur in der Bildebene und ihre Fluchtlinie e^ (|| e) geht 
dui'ch den Fluchtpiinkfc É^ von e^ [B^ auf a^ B^ 0^ \\ ej. Sind g\ g" die 
Projektionen einer Geraden g, so fàllt ihr Spurpunkt G m der 
Bildebene mit G^ zuaammen, wâhrend ihr Fluclitpunkt G^ sicli aus 
OGJ\g ergibt(^(?^[i/, 0' Gj\\g'\\0,l-1, GJIlG^^:c\ Aus den 
Projektionen F', F" eines Punktea F findet man sein Bild P. ala 
Spurpunkt der Geraden OF in der Bildebene; man erriclitet alao im 
Punkte 0' F' X ■'*■■ auf x eine Normale, dieae schneidet A F" in F^. 
Daa Bild g^ einer Geraden g wurds soeben duroli Konstruktion 
ibres Spur- und Flucbtpunktea gewonnen; ea lâBt sicb indea. auch 
leicht der Schnittpunkt (?_^ des Bildea g^ mit der Geraden x angeben. 
G^ ist der Schnittpunkt von x mit der Ebene Og^ die Paralleleny 
und G^ treffen also W^ in zwei Punkten 0^ und U, deren Yer- 
bindungalinie x in G^ schneidet {0' U\\g', AG^ X ^ = U" , UU"l_ x). 
Dièse Konstruktion ist beaonders von Bedeutung, wenn die Bilder 
von einer Anzahl paralleler Geraden gefunden werden aoUen, deren 
Spurpunkte in TT, bekannt sind. Man hat dann zunacbst G^ und U 
zu sucben, darauf projiziert man die ersten Spurpunkte der einzelnen 
Geraden aua dem Punkte U auf x und verbindet dièse Projektionen 
mit G^, so sind dieae Linien die gesuchten Bildgeraden. 

80. Zweitena: Die Ebene TTg schlieBt mit der Bild- 
ebene einen Winkel a ein, die Ebene Hi steht auf TT3 nnd 
der Bildebene aenkrecht (Fig. 69), Es sei x wiederum die Schnitt- 
linie der Projektionsebenen, ferner seien a und a^ (|| a durch A) 
Spur- und Fluchtlinie von TTi, b (Xa) und h^ (P) Spur- und Flucht- 
linie von TT3. Dann lege man TT3 um h und gleichzeitig daa Auge 
um b^ nach 0" um; dabei môgen die umgelegten Punkte und Ge- 
raden Ton TT3 ebenso wie die Punkte und Geraden in TTg selbst be- 
zeichnet werden; eine Yerwechaeluug wird aioh bei der Darlegung 
leicht vermeiden lasaen. Ferner lege man X\-^ um a und gleichzeitig 
daa Auge um a^ nach 0^ um; auch hier sollen die umgelegten 
Punkte und Geraden in TTj die gleiche Bezeichnung wie die Punkte 
und Geraden in T\y selbst erhalten. In der Figur erscheint die 
T-Achae zweimal, nâmlich um a umgelegt als x\\OqF^ und um b 
umgelegt als x X b. Nun zeichnet man noch 0' und 0", die eben- 
falls mit TTi und TT3 in die Bildebene umgelegt %\T\à [0' A A. a, 0^0' 
= (^H4 FA:B^ x ^ -ff^ 0^\\SO,"XO, O,", BO"^ BO,"), sowie 
den Fluchtpunkt Y^ aller zu TT3 normalen Geraden [0^ T^ X OfjMJ. 
Sind F', F" die orthogonalen Projektionen einea Punktes P, so 
kann man ihre Bilder P.', FJ' in der Mberen Weise konstmieren. 
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NatUrlich sind die Projektionen P', F" so zu wilhlen, daB die FuB- 
punkte der von ihnen auf die x-Acbae gef^Uten Lote von a x b 
gleichweit abstehen, sicli also deckenj wenn die beiden Geraden x 
duroh Drehung ziir Deckung gebvacht werden. Man zielie durch 
F" iind 0^ irgend zwei Paralleleu, scbneide aie mit b bzw. b^ in 
R und 5, dann triiït die Verbindungslinie 7^5 die Gerade 0^ F" 
in 1?"\ âhnlich ergibt sich P/. Da sich in F die in V und F" 
anf n^ und TTg erricliteten Normalen sobneiden, so schneiden 3icb 
in P das von F' auf a geiàllte Lot und die Gerade F" ï . 




Pig. 69. 

Die Konstruktion von F^ ans F' und F" laBt aich nocb wesent- 
licli eiufaclier gestalten, oline vorher die Bilder dieser Projektionen 
zu zeichnen. Die Gerade FF' ist zu TTi normal, ibr Bild steht in 
Q = a X O'F' ùxd a senkreclit und trEgt F^. Die Gerade î'P" ist 
zu TTa normal, ihr Bild liegt in der Ebene OPP". Dièse scbneidet 
ïïa in 0"I>" und die Spurlinieô in U^bx 0"F"; demnach ist Y^ li 
das Bild von FF" und geht ebenfalls duroK P_,. Die KonstrukSon 
von P^ erfordert also nur das Zieben der vier Geraden O'F', 0" F", 
Q-Pc(-L a) und T^ M; ààbQÎ kann an Stelle der Geraden 0"P" in TTg 
die' in die Bildebene umgelegte Gerade 0"F" treten, da es nur auf 
ibren Scbnittpunkt R mit b ankommt. 
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I Es kann vorkommen, daB T^ aiif b oder in der Nahe 7 

I liegt, dann wird die Gerade J^ H — das Bild von FF' — ung( 

I Tind man bemitzt besser ihren Schnittpunkt /S mit b^. 8 lie^ 

I der Ebene OPP", dièse schneidet die Ebene b^ in einer zu C 

I parallelen Geraden durch 0; demnach ist O^^S zu der umgelf 

i Geraden 0" P" parallel. 

I Sind g', g" die ortbogonalen Projektionen einer Geraden^ 

j liegt sie'in den beiden Ebenen, die in g' bzw. //" auf TT^ bzw 

I senkrecht stehen. Ist / der FlucMpunkt der Geraden g" in 

i (/auf h^, CV||^"), so besitzt die erste der genannten Ebenei] 

! Flucbtlinie J J^ und eine dazn parallèle Spnrlinie durcli g" x b. 

j ebenso E der Eluchtpunkt der Geraden r/' in T\^ {Kïmîa^, O^K 

; so geben Spur- und Flucbtlinie der zweiten Ebone durch g' 

! bzw. K und sind zu a normal. Die Spur- und Fluclitlinien be 

I Ebenen scbneiden sich in dem Spurpunkt G bzw. Flucbtpunki 

i der gesucbten Geraden g. 

i Kennt man von einer Ebene E die orthogonalen Spuren e^ ur 

I (ihre Scbnittpunkte mit den bez. Geraden x haben den gleii 

; Abstand von a X b), so geht ihre Fluobtliuie «^ durch die Fk 

; punkte L und M von e^ und e^ {L mî b^, 0°.L\\e.^, M a,uf a^, O^È 

und ihre Spurlinie e {\\e^) durch den Punkt II = e,j, x b. 

i 81. Drittens: Beide Projektionsebenen TT^ und TT2 s 

I I gegen die Bildebene geneigt. Seien wiederuni a, a^ bzw. i 
4 Spur- und Fluchtlinien von TT^ bzw. 17^, seien ferner X und 
'Il I Spur- und Pluchtpunkt der Schnittlinie x beider Ebenen, seien < 

II ' lich T^ bzw. Z^ die Fluchtpunkte der Normalen von TTg bzw. 

{Z^ auf b^ , 7^ auf a^ ). Dann suche man zunâchst die Projektio 

1^ , ; 0', 0" des Auges und lege sie mit den Ebenen J\^ und TT2 in 

\\ \ Bildebene um. Aus den Projektionen P', P" eines Punktes fii 

\\\ \ : iiian jetzt sein Bild, indem man a mit 0' P' und b mit 0' 

\ schneidet und dièse Punkte mit Z^ bzw. Y^ verbindet; dièse 
raden schneiden sich in dem gesuchten Bilde P^. Man erkennt 
Eichtigkeit des Gesagten unmittelbar aus der voranstehenden Numi 
Die Fluoht- und Spurlinie einer Ebene E verbinden die Plu( 

, und Spurpunkte ihrer orthogonalen Spuren e^ und e^. Der Flui 

: punkt einer Geraden g erscheint als Schnittpunkt zweier Gerac 

: von denen die eine den auf a^ liegenden Fluchtpunkt von g ' mit Z^, 

I andere den -auf b^ liegenden Fluchtpunkt von g,!' mit j^ verbin< 

I . 83. Das schiefePrisma und sein Normalschnitt (Fig. 

I Sei E [e, e^] die Ebene des Grundpolygons j5 (7i? . . ., so legen' 
das Auge um e^ nach 0° um und nehmen das Polygon in 
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Umlegung um e als B^C^D^. 
sein -BMBCB...{G'I)°Xe 



. an; dann findet man nach 66 
M, 0'MJ\C'D', M^ auf e^, 



31 M ^ = C^D^, 0° (?° dnrch CJ. Ist nun J5I eine Prism entante und 
ist ihre ortliogonale Projektion 5 if auf die Grundebene E als SqB^, 
sowie die Hoiie 'lE des Prismas bekannt, so gewinnt man sein Bild 
nach 80. Man lege durch das Auge eine Ebene TTi senkrecht zu e, 




,y^ 



L 



Pig. 70. 

die also aucb zu E normal ist und sie in einer Fallinie x sclineidet; 
Spur- und Flucbtlinie dieser Ebene bildet das von A auf e gefâllte 
Lot a — FF^ . Dièse Ebene legen wir um die Linie a in die Bild- 
ebeneum {O^A\\e, 0„^ = Distanz, xWC^F^, x durcb F), und suchen 
in ibr die orthogonale Projektion der Kante Bf. Indem wir von 
J3^ und E^ auf x^ Lote fâllen und die Abstânde ihrer FuBpunkte 
von J' auf a: auftragen, erhalten wir £' und E' und daraus /' 
{■rE^±x, JW^JE). Die Kante A = e/5 erscheint als Schnitt 
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zweier Ebenen, yon denen die erstere in J' JS' auf Tï^ und die letztere 
in RB auf E senkrecht steM. Spur- tind JFlucMlinie jener Ebene 
sind zu a normal in den Punkten K' und KJ {K' == J' B' x a, 0^K^'\\ 
J'B'). Spur- und FluchtKnie dieser Ebene gehen durcb G und G^ 
{& = i?°^° X e, 0°GJ\ E^B^) und letztere entbâlt noch den Flucbt- 
punkt N^ aller zu E normalen Geraden, Damit ergeben sich Spur- 
und Fluchtpunkt X und K^ der Kante k als Schnitte der genannten 
Spur- und Fluchtlinien. Die Bilder aller parallelen Kanten des 
Prismas sind nacb K^ gericMet; als Endpunkt von A^ findet sicli 
J = B K xEN , Nach 80 liegen B^, E^ und / aucb auf Ge- 
raden, die auf a in den Schnittpunkten mit O^B', O^E' und O^J' 
senkrecbt stehen. Die Bilder paralleler Seiten der Endpolygone. des 
Prismas scbneiden sicb auf e^. 

Bestimmt man auf AK^ den Punkt U^ gemàfi der Eelation: 
K^ â.âU^ = {â0)\ so ist die in U^ auf ÂK^ erriobtete Normale n^ 
die Flucbtlinie aller zu den Prismenkanten senkrecbten Ebenen. 
Durcb die Wabl der Spur n {\\n^) wird eine bestimmte Normal- 
ebene N berausgegriffen, und es soll der in ibr liegende Normal- 
scbnitt gezeicbnet werden. Ziebt man durcb K und K^ , den Spur- 
und Flucbtpunkt der Kante BJ, irgend zwei Parallèle und scbneidet 
sie mit n bzw. n^ , so gebt die Yerbindungslinie dieser Punkte durcb 
das Bild P, der auf B J liegenden Ecke des Normalscbnittes. "Wâre 
dagegen P^ als Ecke eines Normalscbnittes gegeben, so wiirde sicb 
durcb Umkebrung der Konstruktion die Spur n der Ebene des Normal- 
scbnittes ergeben. Um eine Seite des Normalscbnittes zu erbalteri, 
bat man eine Seitenflâcbe des Prismas mit N zu scbeiden. Die 
Grundlinie CI) bat den Flucbtpunkt M^ , .also ist M^ K^ die Flucbt- 
linie der Seitenflâcbe durcb CI) und ibr Scbnittpunkt Z^ mit n^ 
der Flucbtpunkt einer Seite unseres Scbnittes. Der zugebôrige Spur- 
punkti/ liegt auf w, und es ist LM\\M^K^\ smî LB^ liegt das Bild 
der Seite QB. Die Geraden CB und QB treffen sicli in einem 
Punkte T von s = £x N, ibre Bilder geben also durcb den nâm- 
licben Punkt P, von s^. Die Sicbtbarkeit der Kanten des Prismas 
erkennt man sofort aus der gegenseitigen Lage von 0„, -x und J'. 
Offenbar liegen Prisma und Auge zu verscbiedeneu Seiten der Ebene E. 
83. Der scbiefe Zylinder und sein Schnitt (Fig. 71). 
Gegeben sei eine Ebene E [e, ej,. in ibr liège ein Kreis k als Basis- 
kurve des Zylinders; ferner sei der Flucbtpunkt i^ seiner Mantel- 
linien und die scbneidende Ebene A (cf, d^) bekannt. Man sucbe 
zunâcbst das Bild \ des Kreises k, indem man ibn um e nacb hP 
und das Auge um e^ nacli 0° umlegt. Ein Durclimësser von h^ 
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ist das Bild FF^ der durcli den Mittelpunkt K gehenden FalUinie 
{K°F± e), seine Endpunkte liegen mit denen des umgelegten Durch- 
messers auf Strahlen durch 0°. Genauer erliâlt man dièse Bnd- 
puBkte, wenn man den betreffenden Durchmesser Yon A° um F 
dreht, bis er sicb mit der Spur e deckt; dann liegen seine End- 



7/« 






,-— H^ 



-^^r' 



^/^ ■^-^- -i^ 




Fig. 71, . 

punkte mit denen des gesucbten Durchmesser auf Strahlen durcli 
0^{F^ Oa = F^O^ = F^ Oç,). Der dem ersten Durcbmesser konjugierte 
Durchmesser von k^ ist zu e parallel und geht durch. seinen Mittel- 
punkt J^. SuGht man den zugebôrigen Punkt /° und ziebt durch ihn die 
zu e parallèle Kreissehne, so begrenzen die aus (9° nach ihren End- 
punkten gezogen en Strahlen den zu e parallelen Durchmesser von A^ . 
Fa6t man die perspektive Bezeichnung zwischen h° und k^ mit 
dem Zentrum 0°, der Achse e und der Pluchtlinie e^ ins Auge, so 
entspricht dem Mittelpunkt J^ von k^, als Pol der unendlich fernen 
Geraden, dei: Pol /° der Verschwindungslinie e in bezug auf k°. 
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Da die Entfernung der Geraden e^ Ton e gleich der des PunktesO» 
von e^ ist (164 Bd.I), so trage maE auf K'^F die Strecke F G = F^^ O» 
auf, dann besitzen die von G an den Kreis A" gelegten Tangenten 
parallèle Bilder, die k^ in den Endpunkten des zu e parallelen Durcli- 
messers beriihren. 

Die Bilder der Mantellinien unseres Zylinders laufen verlângert 
durcli M^ , sein scheinbarer UmriÔ wird also Ton den beiden ans M^ 
an k^ gelegten Tangenten gebildet. Sind U^, V^ ibre Beriibrungspunkte 
mit A , so ist M der Pol von VV: die entsprechende Sebne U^V^ 
' I Ton A° ist also die Polare eines Punktes Jf °, der dem Punkte ilf^ 

\ I bei der perspektiven Beziebung Ton \ und /i° entspricht {M^M^ 

\ I, durcb 0°, 7¥ G durcb F^, CM° ±e). Man kann die Sache ancb 

I folgendermaBen auffassen. Die ans dem Auge an den Zylinder ge- 

• legten Tangentialebenen beriibren ibn im wabren UmriB, sie scbneiden 

^ sicb in einer Parallelen zu den Mantellinien durcb das Auge 0. 

Dièse trifffc die Ebene E in einem Punkte M, so da6 die Tangenten 
il 'l von k in U und 7 sicb in M scbneiden. M^ ist das Bild yon M^ 

daber entsprecben sicb M^ und der umgelegte Punkt IIP in der 
perspektiven Beziebung zwiscben k^ und A°. Man zeicbne desbalb 
3P, U° V° und dann die entsprechende Grerade U^ V^. 

Um das BUd der Scbnittkurve c unseres Zylinders mit der 
Ebene A zu gewinnen, kann man die perspektive Beziebung zwiscben 
c und k benutzen. M^ ist das Zentrum und s(s — à.XE) die 

ce cx> c \ / 

Acbse dieser Perspektive; dabei. entsprecben sicb die Bilder je zweier 
Geraden von E und A, die in einer zu den Mantellinien parallelen 
Ebene liegen. Jede zu e und den Mantellinien parallèle Ebene be- 
sitzt die Flucbtlinie M^ W^ (|| «), sie scbneidet A in einer Geraden 
mit dem Flucbtpunkte W^ (auf d^ ) und E in einer Parallelen zu e. 
Bei der perspektiven Beziebung zwiscben k^ und c^ entsprecben also 
den Parallelen zu e die Geraden durcb W^ (speziell e^ und d^ ), folg- 
licb. entspricbt der unendlicb fernen Geraden des ersten Systems eine 
Parallèle zu s^ durcb W^. Âbnlicb entspricbt der unendlicb fernen 
Geraden des zweiten Systems eine Parallèle x^ zu s^ durcb X auf e, 
wenn S X — S^ X^ ^^ W M^ ist. Dem Pol Z von x^ in bezug auf h 

OOCOCOQO OC f-JC 

entspricbt biernacb der Mittelpunkt von c^. Man sucbe also x^iO^^XJ 
und seinen Pol T" in bezug auf k ^ und ziehe durcb J"° zwei konjugierte 
jPolaren. Dann zeicbne man ibre Bilder — es sind konjugierte Po- 
laren von k^ — diesen entsprecben zwei konjugierte Durcbmesser von c^. 
In der Zeicbnung gebt die Konstruktion von einem dem Kreise^" 
umscbriebenen Quadrate aus, dessen Seiten zu e parallel bzw. normal 
sind, dessen Diagonalen also mit e einen Winkel von 45 ^ einscblieBen. 
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Die Bilder der Diagonalen (Fluchtpunkte 0^ bzw. 0^) und der 
Quadratseiten, sowie ihrer Berûhrungspunkte sind gezeiclinet, daraus 
ergibt sicli h^. Das Quadrat ist die Grundflâche eines Prismas, 
dessen Seiten den Zylinder lângs je einer Mantellinie beriihren. Das 
Prisma wird von A in einem Viereck geschnitten, dessen Bild der 
Ellipse e^ umgeschrieben ist. Der Fluclitpunkt zweier Quadratseiten 
ist F^, folglich ist B^~ d^x ^tj,F^ der Fluclitpunkt der ent- 
sprecbenden Seiten des Vierecks; die anderen Quadratseiten sind 
zu e parallel, folglicb liaben die zugehôrigen Yiereckseiten den 
Fluclitpunkt W^. Uberlianpt liegen die Fluchtpunkte entsprechender 
G-eraden in A und E auf d^ und e^ so, daô ihre Verbindungslinie 
durcli J/^ geht, ihre Spurpunkte auf d und e liegen auf einer 
Parallelen hierzu. Hierdurch bestimmen sich Seiten, Diagonalen 
und Berûhi'ungssehnen des der Ellipse c^ umschriebenen Yierecks. 
Die UmriBlinien berûhren c^ in li^ und T^, nnd es schneiden sich 
JR^T^ nnd Z7. F auf .«.■^; in der Figur ist noch der Schnittpunkt von 
7'^ T^ mit einer Yiereckseite gezeichnet. 

Die Ellipse c^ lâBt sich aus diesem umgeschriebenen Viereck 
einfach zeichnen, da sich nach 256 Bd. I die Diagonalen und die 
Verbindungslinien der Beriihrungspunkte der Gegenseiten eines jeden 
umschriebenen Yierecks in einem Punkte schneiden. Nimmt man also 
drei feste Tangenten der Kurve und verbindet die Berûhrungspunkte 
zweier, so bildet jeder Punkt der Yerbindungslinie den Diagonal- 
schnittpunkt eines umgeschriebenen Yierecks, von dem drei Seiten 
auf den festen Tangenten liegen. Man erhalt so beliebig viele Tan- 
genten mit ihren Berûhrungspunkten. 

Wir wollen nun noch die Lichtgrenze auf dem Zylinder 
fiir einen beliebigen leuchtenden Punkt Z konstruieren. L sei 
durch sein Bild L^ und seine orthogonale Projektion L' gegeben. 
Die Tangentialebenen durch L an den Zylinder beriihren ihn in den 
Mantellinien der Lichtgrenze und haben die durch den leuchtenden 
Punkt gehende Parallèle zu den Mantellinien gemeiu. Letztere 
schneidet die Basisebene E in einem Punkte ZiN — e x M J, 
NZ'WM^A, iY auf e, Z^ = M^L^ x NNJ; die von ihm an den Kreis k 
gelegten Tangenten beriihren denselben in zwei Punkten P und Q 
der Lichtgrenze. Man suche zuerst Z^ und seine PolareP°<2° in 
bezug auf k^ und daraus P.^^; die Mantellinien der Lichtgrenze 
treffen die ElKpse c in zwei Punkten M und F, und es schneiden 
sich die G-eraden i?^j&^, F^Q^ und s^ in dem nâmlichen Punkte^. 
Flucht- und Spurpunkte der Geraden F^Q^, F)^F^ sind uach dem 
oben Gesagten sofort anzugeben. 

B,OHîi 11. P^pEExra. n. 4. Aufl. 7 
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Ûber den sichtbaren und unsicMbareB Teil des Zylinders kann 
man sich in folgender Weise orientieren. Seine Mantelllinien liegen 
ebenso gegen die Ebene E, wie M^ gegen die Ebene e^, und 
zwar nicht nnr der EicMung, sondern auch dem Sinne nacli, wie 
man leicht ans der Lage ihrer Bilder gegen M^ erkennt. Infolge- 
dessen liegen Zylinder nnd Auge auf der nâmlichen Seite der Basis- 
ebene E, so da6 die Fiâche des Basiskreises unsiclitbar ist. Nocli 
einfacher kommt man zum Ziele, wenn man bedenkt, daB der sicbt- 
bare Teil des Zylindermantels dem Auge und folglich dem Punkte 
3i = E X M^ zugekebrt ist. Da der Kreisbogen 27° P° V^ dem 
Punkte .¥° zugekekrt ist, ist der Teil des Zylindermantels sichtbar, 
der durch den Kreisbogen UP 7 auf E geht. Aus gleichen Griinden 
ist der Teil des Zylindermantels durch PFQ beleucMet, daP^/^oço 
dem Punkte Z^ zugekehrt ist. 







Fig. 72. 

84. Der gerade Kreiskegel und seine Lichtgrenze 
(Fig- 72). Sei E (e, e^ die Basisebene des Kegels und sei der in 
ihr liegende'Basiskreis k durcli seine Umlegung A° gegeben; dann 
konstruieren wir zunâôhst das Bild k^ dièses Kreises ganz wie in 
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der vorausgehenden Nummer. Hierauf legen wir durcli die Kegel- 
aclise eine Hilfsebene TJ^ senkrecht zur Bildebene und legen sie um 
ihre Spurliaie in die Bildebene nm. Dièse Ebene ist normal znr 
Spur e, da die Kegelachse anf E normal steht; sie schneidet des- 
halb E in einer FalUinie f durch den Kreismittelpunktir(^i'^ J_ e^, 
K°F±e, A0^ = Distanz, /; || 0^ F^, f^ durch F). Wir erricbten jetzt 
im Punkte K^ [FK^ = FK^) auf /; eine Normale E^ S^ gleich der 
Kegelhobe, dann gebt der Strahl 0^ S^ durch das Bild 8^ des Kegel- 
scheitels S. Dièses Bild liegt aber auch auf dem Bilde E^N^ der 
in K auf E errichteten Normalen [N^ auf Â F^ , N^O^ ± 0^ F^) und 
ist hierdurch bestimmt. Der scheinbare UmriB des Kegels wird yen 
den beiden aus 8^ an k^ gelegten Taugenten gebildet, die man da- 
durch findet, dafi man zuerst die entsprechenden Tangenten an A° 
sucht. Bei der perspektiven Zuordnung yon k^ und hP entspricht 
8^ ein Punkt 8^; yon ihm aus gehen zwei Tangenten an den Kreis k^, 
deren Beriihrungspunkte B^ und C^ sein môgeu. Die entsprechenden 
Bildpunkte B^ und C^ auf k^ gehôren dem UmriB an. 

Die Lichtgrenze des Kegels fiir einen leuchtenden Punkt B be- 
steht aus den beiden Mantellinien, deren Tangentialebenen durch B 
gehen. Dièse Ebenen enthalten die Gerade B8 und folglich auch 
ihren Schnittpunkt T mit der Basisebene E; sie schneiden daher E 
in den aus I' an ^ gezogenen Tangenten, deren Beriihrungspunkte 
B und F sein mogen. Somit sind 8B und SB die Mantellinien der 
Lichtgrenze. Ist B auf einer Geraden g [G, G^) gegeben^ so lege 
man durch sie eine Ebene senkrecht zu E und schneide sie mit ihr 
in h {H^ = e^ X G^N^,H2MÎe, EG\\N^ G^). Dann ist T^^ Kx L^ 
das Bild des gesuchten Punktes 1\ und die aus ihm an k^ gelegten 
Tangenten berûhren dièse Kurve in den gesuchten Punkten B^ und F^. 
Um sie zu zeichnen, bestimme man wieder in der perspektiyen Be- 
ziehung zwischen k^ und k^ den entsprechenden Punkt T^ zu T^ und 
die Beriihrungspunkte B°, E^ der yon ihm an k^ gelegten Tangenten; 
diesen entsprechen dann rtickwârts B^ und E^. In der Figur sind 
die orthogonalen Projektionen B' und B" des Punktes B auf die 
Ebenen TTi und E als bekannt yorausgesetzt. B' ist um die Spur 
yon TTi nach B' , B" um die Spur e nach B" umgelegt (die Pro- 
jektionen und ihre Umlegungen tragen die nâmliche Bezeichnung). 
Dabei sind die Projektionen in der bekannten Weise miteinander 
yerkniipffc, d. h. die FuBpunkte der Lote, die man yon B' auf ^ 
und yon B" auf FK° fâllt , stehen gleichweit von F ab. Es ergibt 
âich die Projektion yon T auf TTi als T' = 8^B' x /„ und daraus 
der um die Spur e umgelegte Punkt T auf K^F{FT' = FT). Dem- 
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nach. ist T^ der Schnittpunkt der Geraden K^L" mit der Parallelen 
zu e durch T\ woraus dann D^, M^ und die Punktel'^, D^^ B^ folgen 
[K'^T" xe = E,l\=. K^E x 0°^°). Schneidet man nocli K^H mit 
L"0^, so erhâlt man Z/' und i^^ als Schnittpunkt von L^'N mit 52'. 
Der siclitbare Teil des Kegelmantels ist der Geraden SO zu- 
gekehrt; er geht durch den Teil des Kreises k, der dem Punkte 
SO xE zugekehrt ist (dessen Bild mit 5"^ zusammenfâllt, da dieser 
auf der Strecke 80 liegt). Durch Umlegung um die Spur e gelangt 
dieser Schnittpunkt nach ;S°, dem der Kreisbogen-5°i^°Co zugekehrt 
ist, SO daB der Bogen B^Dfi^ auf dem sichtbaren Telle des Kegel- 
mantels liegt. Âhnlich erkennt man, daB der Teil des Mantels 
dui'ch BCIl im Lichte liegt. 

85. Die Ku gel (Fig. 73). Legt man Tom Auge den Tan- 

gentialkegel an eine KugelK^ so berûhrt er dieselbe in einem KreiseA 

p (, — dem wahrenUm- 

"i "'^ riB der Kugel — - 

wâhrend er die Bild- 
ebene in einem Kegel- 
schnitte k^ — dem 
scheinbaren Um- 

i^ risse — schneidet. 

Dm k^ zu konstruie- 
ren, benutzen wir eine 
zur Bildebene normale 
Hilfsebene T\^ durch 
das Auge und den 
Mittelpunkt M der 
Kugel. Letzterer mag 
durch sein Bild M 

c 

und seine orthogonale 
Fig. 73, Projektionl/'gegeben 

sein, auBerdem sei der 
Eadms r der Kugel bekannt. Die Hilfsebene Tï, legen wir um ihre 
Spur X = JfM^A um, dann gelangt der Kugelmittelpunkt nach 
M{AO ±x,AO== Distanz, MM' ± x, M = MM x OM^ und der in 
Hg liegende Kugelkreis nach s (die umgelegten Punkte sind ebenso 
bezeichnet, wie die Punkte in W^ selbst). Die Ebene des wahren 
Umrisses k steht auf H^ senkrecht; dieser schneidet ^ in zwei Punkten 
B und C, deren Tangenten durch laufen. Das Bild B C der 
KugelsehneJ?^ ist die groBe Achse des scheinbaren Dmrisses yi" und 
ihr Mittelpunkt K^ ist das Bild des Punktes K der Sehne ^C, der dem 




Freie Perspekiive. 101 



zur Bildebene normalen Kugeldurcliinesser angehôrt (Z= MM' x £C). 
Ist nâmlich M'P:^AO, so ist OP die Polare Yon X, denn sie muB 
erstens durch denPol von BC gehen und zweitens auf ilfZ senkreclit 
stehen. Demnach sïnd die vier StraMenO^, OC, OK, OPharmonisch 
(29 Bd. III) und folglich anch ihre Schnittpunkte mit x; einer derselben 
ist aber unendlicb fern, also halbiert A'^ die Strecke^^C^. Das Bild 
der Kngelsebne DjE, die in K auf TTg senkrecht steht, stellt die 
kleine Aclise des scheinbaren Umrisses dar; denn DU ist zur Bild- 
ebene parallel, so dafî D^U^ zu x normal wird. Zur Konstruktion 
kann man die ortbogonalen Projektionen Ton D und U auf die Bild- 
ebene benutzen, und zwar liegen D', W zu x symmetrisch, und es 
ist D'W = QE (der zu x parallelen Kugelsebne durch K); dann 
tragen AD' und AE', die gesuchten Bildpunkte B^ und B^. 

Aile zur Bildebene parallelen Kugelkreise liefern kreisfôrmige 
Bilder; sie scbneiden den wabren Umrifî k in je zwei Punkten, 
wâbrend ihre Bilder den scheinbaren UmriB h^ in den entsprechen- 
den Punkten berûhren. So gehôrt zu dem zur Bildebene parallelen 
Kugelkreise p mit dem Mittelpunkt K als Bild der Kreis p^ mit dem 
Durchmesser Z»^^^; sein auf x liegender Durchmesser ist das Bild 
der Kugelsehne QR. Da p^ den scheinbaren UmriB in den End- 
punkten des Durchmessers D^B^ beruhrt, folgt wiederum, daB B^]£^ 
zugleich kleine Achse von \ ist. Legt man durch C den zur Bild- 
ebene parallelen Kugelkreis i mit dem Mittelpunkt I, so beriihrt er k 
in C; sein Bild i^ ist deshalb der Krûmmungskreis der Ellipse k^ im 
Endpunkt C^ ihrer groBen Achse, J^ ist der zugehôrige Krûmmungs- 
mittelpunkt. Analog ergibt sich der Krûmmungskreis im Punkte B^. 
Die Bilder F^, G^ der Endpunkte des zur Bildebene normalen Kugel- 
durchmessers FG sind die Brennpunkte der Ellipse \. Denn der 
Eotationskegel mit dem Scheitel und dem Leitkreise k wird von 
der Tangentialebene im Punkte F der Kugel in einer Ellipse mit 
dem Brennpunkte F geschnitten (86 Bd. III). Dièse Ellipse ist zu k^ 
ahnlich und in âhnlicher Lage mit als Âhnlichkeitszentrum, woraus 
die vorstehende Behauptung folgt. 

Der scheinbare UmriB k^ kann demnach auch in der Weise be- 
stimmt werden, daB man auf x die Bilder der Punkte B, 0, F und G 
zeichnet und um F^ mit der halben groBen Achse als Radius einen 
Kreis schlâgt; dieser geht dann durch die Endpunkte der kleinen 
Achse. 

86. Die Lichtgrenze auf der Kugel bei Zentralbeleuch- 
tung (Fig. 74). Wir bestimmen zunâchst in der vorher geschilderten 
Weise den wahren UmriB k und den scheinbaren UmriB h^ der Kugel, 
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indem wir durch das Auge und den Kugelmittelpunkt M eine 
Ebene TT, senkrecht zur Bildebene legen. In der umgelegten 
Ebene TTg seien, me vorher, der Schnittkreis mit s, das Auge mit 
die Berûhrungspunkte der von &ti s gelegten Tangenten mit £ 
Tind I C tind der Schnittpunkt von J3 C mit dem zu TT normalen 
Kngeldnrchmesser mit K bezeichnet. Wir wollen nun die beiden Fâlle 
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Fig. 74. 

behandeln, wo der leuchteDde Punkt in der Ebene TTg Hegt und 
wo er eine aUgemeine Lage besitzt. Der erste Fall lâBt sich leioht 
erledigen und der zweite kann dann auf ihn zuriickgefûhrt werden. 
Ist / der leucMende Punkt in TJ^ und sind /' und j; auf x 
gegeben, so zeichne man den mit Hg umgelegten Punkt /. Die 
Polarebene des leuchtenden Punktes schneidet die Kugel in der 
Lichtgrenze i. Die von J an den Kreis ^ gelegten Tangenten berûbren 
ihn also in denEndpunkten eines der Lichtgrenze e angehôrigen Durch- 
messers PQ. Da er aUe zur Bildebene paralleleu Selinen von ïhalbiert 
so ist sem BildP^Ç^ (auf x) ein Durchmesser und zwar eine Achse 
von V Die andere Achse UJ^ ist das Bild derjenigen Sehne UF 
von i, deren Pol der Verschwindungspunkt JF Yon PQ ist (fFO\\xy 
denn die Bilder der Tangenten fFU, WV werden zu x parallel. Nun 
ist JK die Polare von /^ in bezug auf ^, denn Xist der Pol von OW 
und J- der Pol von PQ. Demnach liegt R^PQxJK auf der Polar- 
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ebene des Punktes W in bezug auf die Kugel; folglich steht UV m 
R auf TT3 senkrecM. Die Punkte U, F liegen auf einem zur Bild- 
ebene parallelen Kugelkreise h, dessen Ebene durcb R geht; sein 
Bild h^ scbneidet deshalb die in R^ auf x errichtete Normale in den 
Bildpunkten U^, V^. Das Bild i^ der Lichtgrenze bat somit die 
AcbsenP.Q, und UJ^. 

Wie ândern sicb nun die Yerbâltnisse, wenn an Stelle des 
leucbtenden Punktes / ein leucbtender Punkt L tritt, der aus / 
durcb eine Drebung um den Kugeldurcbmesser MM' (_L TT) bervor- 
gebt {M'J' = M'L', /_ J' M' L' = a, Ll auf AL', J^L^ \\ J'B, da JL |1 H 
ist)? Dann gebt offenbar aucb die Licbtgrenze / fiir den leucbtenden 
Punkt L aus dem Kreise i durcb Drebung um die Acbse MM' ber- 
vor; speziell mogen bierbei die Punkte P, (g, TJ, V von i in die 
Punkte S, T, X, Y von l libergeben. Die Bilder der Sebnen ST und 
X 7 von l sind alsdann konjugierte Durcbmesser des Bildes /^ der 
Licbtgrenze l. Denn ST balbiert aile zur Bildebene parallelen Sebnen 
von l, und der Pol der Sebne XT, oder der gedrebte Punkt W, liegt 
in der Yerscbwindungsebene, d. b. in der zur Bildebene parallelen Ebene 
durcb das Auge. Da aile Punkte eine Drebung um den gleicben 
Winkel a und um die gleicbe Acbse MM' erfabren, sind die Sebnen JP8 
und QT zvl J'L' parallel und also aucb ibre Bilder. Die Punkte X, J 
liegen auf A, ibre Bilder auf h^, und es ist XY^ zu M L' normal, 
da XY \_ M' L' ist und beide Linien zur Bildebene parallel laufen. 

Sind F^F^ Spur- und Flucbtpunkt der Geraden PQ, so ergeben 
sicb aus ibnen Spur- und Flucbtpunkt G und 6r^ der gedrebten 
aeraden 8T (z. FM' G =. i_F^ÂG^ ^a, M' G = M' F, ÂG^^ AFJ. 
Ziebt man durcb F^, Q^, R^ Parallèle zu J'Z', so scbneiden sie auf 
GG^ den Durcbmesser S^T^ von Z^ und seinen Mittelpunkt ^^ aus 
[Z^STx XY). Das von Z^ auf M'L' gefâllte Lot trifft /\ in den 
Endpunkten X^, Y^ des zu S^T^ konjugierten Durcbmessers von l^, 
wodurcb dièse Kurve bestimmt ist. Die Licbtgrenze l und der 
UmriB k scbneiden sicb in zwei Punkten^ ibre Bilder l^ und k^ be- 
rûbren sicb in den Bildern dieser Punkte. Spur- und Flucbtlitiie 
der Ebene der Licbtgrenze steben auf M' L' senkrecbt und geben 
durcb G bzw. G^; Spur- und Flucbtlinie der Ebene des Umrisses 
steben auf x senkrecbt und geben durcb F[=- BC X x) bzw. £^ 
[OE^^BG). Daraus ergibt sicb das Bild der Scbnittlinie beider 
Ebenen, das durcb die genannten Berûbrungspunkte bindurcbgebt. 
Um biernacb fiir einen beliebigen leucbtenden Punkt L die 
Licbtgrenze î auf der Kugel und ibr Bild l^ zu finden, bat man 
folgendermaBen zu verfabren. Man drebe L um den zur Bildebene 
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normalenEugeldurchniesser i/Jf in dieLage/, so dafî die gedrehte 
Ebene durch das Auge geht. Dièse môge die Kugel im Kreise .9 
schneiden, dann suche man die Polare FQ von / in bezug auf s, 
schneide sie mit /X in ^ und lege durch R eine Ebene parallel zur 
Bildebene; sie wird die Kugel in einem Kreise h scbneiden. Jetzt 
zeichne man die Bilder P^, Q„ R, und \, sowie Spur- uud Flucht- 
punkt Ton PQ, alsdann Spur- und FlucMpunkt der gedrehten Ge- 
raden ST. Auf dieser Bildgeraden liegt ein Durcbmesser SJP^ von („ 
wâhrend der konjugierte 1\I^ auf M'TJ senkrecht stebt und von k^ 
begrenzt wird. 

87. Rotationsflachen. Soll der UmriÔ u^ einer Eotations- 
flâche, deren Achse d zur Bildebene parallel ist, gefunden werden^ 
so suche man zunâchst das Bild d^ der Achse und das Bild m.^ der 
zur Bildebene parallelen Meridiankurve w. LâBt man jetzt m^ um d^ 
rotieren, so entsteht eine zur ursprûnglichen Flache llhnliche Eota- 
tionsflache; das Âhnlichkeitszentrum liegt in 0, so dafî beide Flâchen 
den nâmlichen scheinbaren Umrifî aufweisen. Wir kônnen deshalb 
gleich annehmen, daB die Achse d und die Meridiankurve m der 
Rotationsflâche, deren scheinbaren UmriB wir suchen sollen, in der 
Bildebene liegen (Fig. 75). 

Ist k ein beliebiger Parallelkreis unserer Flache, der /« in II 
und J treffen mag^ so wird sie (S 74 Bd. I) langs k von einem Eota- 
tionskegel beriihrt, durch dessen Spitze S auf d die Tangenten von m 
in den Punkten / und // gehen. Die beiden Tangenten von S an 
das Bild k^ des Parallelkreises bilden den scheinbaren UmriB des 
; Eotationskegels; sie beriihren It^ in zwei Punkten (?. und E^, in denen 

sie zugleich den UmriB u^ beriihren. Denn C und E auf k gehôren 
dem wahren UmriB des Kegels an; ihre Tangentialebenen gehen 
; somit durch 0, und da sie zugleich die Rotationsflâche tangieren, 

\ liegen C und E auch auf v. Wahrend aber k den wahren UmriB u 

I auf der Flache schneidet, muB sein Bild \ den scheinbaren UmriB v^ 

I beriihren; v und A beriihren sich also in G und E. so daB SC^ 

I und SE^ die beziighchen Tangenten sind. Um die Punkte C^ und E^ 

zu bestimmen, legen wir k um JR als /<„ in die Bildebene um und 
I henutzen die perspektive Beziehung zwischen /v^ und Âq. Die Flucht- 

; linie aller Parallelkreisebenen ist das vom Hauptpunkte Â auf die 

I Achse d gefallte Lot AB. Das um ÂB in die Bildebene umgelegte 

j f j -^^ge Oq ist das Zentrum jener perspektiven Beziehung, JE ist ihre 

s l 1 Achse, ÂB ihre Fluchtlinie. Nun suchen wir zu 8 den entsprecheu- 

'11 <^®^ Punkt/SQ, indem wir SA ziehen, in ihrem Schnittpunkte G mit 

^ \ \ '^■^ ^"^^ <^i®ser eine Normale errichten und dieselbe mit 80^ in ^0 
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schneiden. In der Tat entspricht der Geraden G A die Gerade 
6'/S'o(||^Oo) Tind SO^ geht durch S^. Die von S^ an Jt^ gelegten 
Tangenten môgen diesen Kreis in C^ nnd H^ beriihren und //J in 
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^.\ Le 



Fig. 75. 



C^ und ^j schneiden, dann sind 8C^ und /S^^ die entspreclienden 
Tangenten an k^, ihre Berûhrungspunkte C und ^ liegen auf a a 

bZW. Cf,i^g. 

Der scheinbare Umrifi u^ beruhrt die Meridiankurve m in zwei 
Punkten Z und M, deren Tangenten durch A gehen. Die Tangential- 
ebenen unserer Flâche in Z und M sind nàmlich zur Bildebene 
senkrecht, sie enthalten desbalb die Gerade ^0, geben also dnrcb 
das Ange, so daB ihre Berûhrungspunkte dem UmriB angeboren. 
Liegt in der Ebene Od die Meridiankurve n iind wird sie von den 
aus an sie gelegten Tangenten in P und Ci beruhrt, so gehôren 
dièse Punkte dem UmriB u an. Ibre Bilder P^ und Q^ werden auf d 
von den Strahlen OP nnd OQ ausgescbnitten; man \onstruiert sie 
durch Umlegen der Ebene Oc? in die Bildebene {O'^B.nîAB, 0^B= O^B, 
O^P^ nnd O'^Q^ tangieren m). Nun ist der UmriB n zur Ebene Od 
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symmetrisch, seine Tangenten in F und Q stehen sonach anf Od 
senkreclit. Demnacli gehen die Tangenten von u^ m F^ und Q^ 
durch den Fluchtpunkt iV^^ aller Normalen der Ebene Od (i\^^ auf A£ 

88. Auch bei beliebiger Richtung der Eotationsacbse d gegen 
die Bildebene kann die vorher bescbriebene Konstruktion mit einer 
Ideinen Abânderung rerwendet werden (Fig. 76). Durch die Acbse d 
lege man eine Normalebene zur Bildebene und drebe dieselbe um 

ibre Spur d' in die Bild- 
ebene, so erbâlt man d", m"; 
zugleich drehe man das Auge 
um ^i^^ ( Il d') nacli 0". Jeder 
Punkt K Yon d ist der Mittel- 
punkt eines Parallelkreises k' 
seine Ebene sei A, ibre Spur- 
und Flucbtlinie seien l und 
1^{Î^ \\l± d', l durch If = A" 
X^^l^Oni^'Wood^rchi^J. 
Ist & auf d wieder der 
Scheitel des Kegels, der die 
Flâche làngs k tangiert, und 
8^ auf d^ sein BHd {8^ = 0"S" 
X d^, so sind die Tangenten 
von S^ an k^ zu bestimmen. 
Legt man k um Z nach k^ 










Fig. 76. 



/„ nach On um 



um ^ 
: 0"F^), so sind k^ und 



und 

{OJ^. - 

k^ perspektiv. Dem Punkt S^ 

entspricht S^ [F^ S^xl=G,GS^\\ F^ A, S„ auf O^S); die Tangenten 

ans Sf^ an h^ beriihren in C^^ und F^, denen die Punkte C^ und J^ 

entsprechen {S^C^ X l = C^, S^F^ X l = F^, C^ = S^C^ X O^C^, F^ = 

S^Ê^ X Oç^F^). Der UmriB u^ geht durch G^ und J7. und berûhrt 

daselbst die Geraden 8^0^ und 8^E^. 

Ist die Eotationsachse senkrecht zur Bildebene, so sind die 
Bilder der ParaUelkreise selbst Kreise und der scheinbare Umriô 
umhiillt aile dièse Kreise. 

89. DenUmriB einer Flâche 2. Grades zu zeichnen, von 
der drei konjugierte Durchmesser im Bilde gegeben sind 
(Fig. 77). Es seien M^ das Bild des Mittelpunktes und A^B^, C^B^, 
E^F^ die Bilder der konjugierten Durchmesser, dann werden dièse 
durch M^ und die bezûglichen Fluchtpunkte X , T und Z^ harmo- 
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nisch geteilt. Denn jeder Durchmesser wird durch den Mittelpunkt 
und den unendlich fernen Punkt harmoniscli geteilt. Man konstruiere 
also entweder direkt zu A^, £^, M^ den vierten liarmonisciien Punkt 
iisw., oder man zeichne die Punkte A^D^ x B^C^ und Â^C^ X B^D^, 
die auf I^^^ liegen, usw. Nun'ergeben sich die Bilder p^, q^, r^ 
der zugehôrigen Diametralsclinitte sofort; so geM p^ durch Â^, B^, 
C^, B^ und berûhrt daselbst die Geraden A^T^, B^Y^, C^X^, B^X^; 







Fig. 77. 

beliebig viele Punkte und Tangenten von p^ findet man mit Hilfe 
umgesch.riebener Vierseite (256 Bd. I). 

Lângs p wird die Flâche von einem Zylinder berûhrt, dessen 
Mantellinien zu 3F parallel laufen; ihre Bilder gehen durch Z^, 
und die beiden von Z^ an p^ gelegten Tangenten bilden den schein- 
baren UmriB des Zylinders. Berûhren dièse Tangenten die EUipsep^ 
in den beiden Punkten P^ und <2^, so gehen die gem einsamen Tan- 
gentialebenen von Zylinder und Flâche in T und (g durch das Auge. 
Demnach liegen P^ und Q,^ auf dem UmriB v.^ der Flâche, und dieser 
beriihrt in diesen Punkten die Ellipse p^. Ganz analog wird der 
UmriB u^ die Kurven q^ und i\ in je zwei Punkten B^, S^ bzw. 
T, U beriihren. Die Konstruktion gestaltet sich wie folgt. Man 
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schneide J^£^, C^D^, EJ\ mit den Seiten des Dreiecks X^ T^ Z^ 
beziiglich in J^, Â\, L^ und suche die drei Pimkte J^, A^, L^, dil 
mit jenen zusammen die drei genannten Strecken harmoniscli teilen 
{^A^B//^=-\, usw.). Da AB^ die Polare von T^ in bezug 
auf _p^ ist, liegt der Pol von Y^Z^ âuî Â^B^ und zwar in «/; aiDalog 
stellt I den Pol von I^Z.^ in bezug auf p vor. Somit ist J K 
die Polare von Z^ in bezug auf p^, und es'sind Z^K^, Z^K^, sowie 
Z^ /j, Z^.J^ harmonische Polaren vonp^. Dièse beiden Geradenpaare 
definieren aber eine Involution, deren Doppelstrablen die gesuchten 
Tangenten von p^ sind (32 Bd. III); ibre Berubrungspunkte liegen 
auf J^K^. Dièse Doppelstrablen ergeben sicb nacb 235 Bd. I unter 
Zubilfenabme eines Kreises. 

Hiemacb lassen sicb also die drei Paar Beriibrungspunkte des 
Umrisses u^ mit den Kurven p^, q^, i\ leicbt finden und aus secbs 
Punkten und den zugebôrigen Tangenten der UmriB u^ zeicbnen. 
Die Ebene des wabren Umrisses u scbneidet die drei gegebenen 
Durchmesser in den Punkten J, K und L: 

Es mag bier darauf bingewiesen werden, daJ3 drei beliebige 
Strecken Â^B^, C^B^ und B^F^, die einen Punkt M^ gemein baben, 
nicbt immer die Bilder dreier Acbsen eines Ellipsoïdes darstellen. 
Das ist offenbar nur dann der Pall, wenn das Dreieck ibrer Elucbt- 
punkte [[À^B^M^X^)— — 1) spitzwinklig ist. Denn sein Hôben- 
schnittpunkt ist der Hauptpunkt, und dieser liegt stets zwiscben 
dem Plucbtpunkt einer Geraden und der Flucbtlinie einer zu ibr 
normalen Ebene (74). Ealls es sicb um die Bilder der Acbsen 
bandelt, kann man aucb die Lange der Acbsen sofort angeben, da 
man ja Hauptpunkt und Auge in diesem Falle kennt. Freilicb mu6 
nocb die Entfernung des Mittelpunktes von der Bildebene bekannt 
sein, sonst ergeben sicb nur die Verhâltnisse der Acbsen. 

90. Haben wir es mit drei konjugierten Durcbmessêrn einer 
beKebigen Flâcbe 2. Grades zu tun, so werden einer oder zwei von 
diesen Durcbmessêrn imaginâr sein, vï^as jedoch die obige Konstruktion 
nur wenig ândert. Ist z. B. AB ein imaginârer Durcbmesser, d. b. 
sind A,B die Gleicbpunkte der auf dieser Geraden liegenden Invo- 
lution barmoniscber Pôle der Flâcbe (vgl. 211—213 Bd. III), so 
ergibt sicb X^ wie vorber, dagegen bildet J^ mit J^ zusammen ein 
Punktepaar der Involution, die durcb die beiden Paare X^ M^ und 
^c^c definiert ist. Die Tangenten aus Z^ an p^ sind wieder die 
Doppelstrablen der Involution, der die Strablenpaare durcb K^, K^ 
und J^, J^ angeboren. 
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BRITTES KAPITEL. 

Angewandte Perspektive 

Allgemeines. 

91. Das perspektive Bild eines ràumlichen G-egenstandes erleich- 
tert uns seine Vorstellung in hôherem Mafîe als seine Darstellung in 
orthogonaler oder schiefer Parallelprojektion. Der Grand davon ist, 
dafî die geometrischen Gesetze der Zentralprojektion dem Vorgange 
beim Sehen wirklicher Dinge insofern genau entspreclien, als man 
von dem ;„Kôrperlich-Sehen" abstrahiert, das durch das Zusammen- 
wirken beider Augen zustande kommt. Denn beim Sehen mit einem 
Auge erzeugen die vom Objekte ausgehenden Liclitstrahlen, durch 
die Augenlinse vereinigt, auf der Netzbaut ein perspektives Bild. 
Man kann folglich aucb jede perspektive Zeichnung in eine solcbe 
Lage zum Auge bringen, da6 sich die Netzhautbilder ihrer Linien 
mit denen der entsprechenden Linien des Gegenstandes decken und 
Merdurch wird der bôchste Grad von Anschaulichkeit erreicht^ 
den eine Zeicbnung gewâh.ren kann. Dagegen kann man aus 
einer Perspektive die wahren GrôBen von Strecken und Winkeln 
nicht so einfacb und genau entnebmen wie aus einer Parallel- 
projektion. Bei letzterer ergeben z. B. parallèle und gleiche 
Strecken auch parallèle und gleicbe Bilder, wâhrend bei der Zentral- 
projektion sowoM die Riclitung als aucb die Grôôe ibrer Bilder ver- 
scbieden ausfâllt, usw. Man wird also die Art der Projektion 
nacb dem Zwecke wâblen, den man durch die Darstellung erreichen 
will. Kommt es vor allem anderen auf die anschauliche Wirkung 
an, wie in der Malerei und den zeichnenden Kunsten, so hat man 
die Zentralperspektive zu wâhlen. "Wir haben uns darauf zu be- 
schrânken, die Anwendung ihrer Eegeln auf solche Objekte zu zeigen, 
die geometrisch gesetzmâBige Formen haben. Dies trifft nament- 
lich fiir die architektonischen Gegenstânde zu; und wie es bei diesen 
tiblich ist, woUen wir uns die abzubildenden Figuren durch Grund- 
und AufriB gegeben denken; an ihre Stelle kann naturlich auch die 
Angabe von MaBen treten. Wir erkennen also die Hauptaufgabe 
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der angewandten Perspektive darin, in einer gegebenen 
Ebene und fur eineii gegebenen Augenpunkt das perspek- 
tive Bild eines durcli Grund- iind AufriB gegebenen Ob- 
jektes zn konstruieren^). 

Die zur Lôsung dieser Anfgabe dienlicben Metboden sind 
grôBtenteils bereits im vorbergebenden Kapitel entwickelt worden. 
Die dort bewiesenen Sâtze werden wir uns jetzt fiir die Anwen- 
dungen zurecbtzulegen baben. 

93. Wir denken uns eine borizontale Ebene TTi, die G-rund- 
ebene oder Bodenflâcbe; auf ibr und liber ibr soUen sicb die Ob- 
jekte befinden. Die BildebeneTT stellen wir vertikal, so da6 jede 
vertikale Gerade des Raumes aucb ein vertikales Bild erbâlt; dies 
trâgt wesentlicb zur Erbôbung der Anscbaulicbkeit bei, weil unser 
Auge infolge vielfàltiger Ûbung fur die Abweicbung gerader Linien 
Ton der vertikalen Ricbtung sebr empfindlicb ist. Die Scbnittlinie g 
der Bildebene TT mit der Grundebene T\-^ beiBt die Grundlinie 
(Grundscbnitt; Basislinie). Das Auge (Augpunkt, Gesicbtspunkt) 

wird vor TT und oberbalb T\^ 
gewâhlt. Die Parallelebene 
zu TT durcb das Auge beiBt 
die Verscbwindungs- 
ebene; sie entbâlt die 
Verscbwindungslinien aller 
Ebenen und die Yerscbwin- 
dungspunkte aller Geraden 
des Eaumes. Die senkrecbte 
Projektion J! des Auges auf 
die Bildebene TT beiBt der 
Hauptpunkt (Fig. 78) und 
die Lange OA die Distanz. 
Die Parallelebene H zu TT^ 
durcb wird die Horizont- 
ebene und ibre Scbnittlinie 
h mit TT wird Horizont (HorizontKnie) genannt; h ist die Flucbt- 
linie aller borizontalen Ebenen und trâgt die Flucbtpunkte aller 
borizontàlen Geraden, insbesondere den Hauptpunkt A als Flucbt- 
punkt aller Normalen zu TT. Der Distanz kreis wird in TT um 
À bescbrieben, seine Sclmittpunkte I), I)^ mit h beiBen die 
Distanzpunkte. Die Flucbtlinien der unter 45 ** gegen TT ge- 
neigten Ebenen berûbren d, die Flucbtpunkte der Geraden Ton 
der Neigung 45 ^^ gegen TT liegen auf d; speziell sind D und 
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D^ die Fluchtpunkte der Horizontalen mit der Bildneigung 
Yon 45^. 

Das Objekt wird hinter der Bildebene befindlich. angenommen. 
SeiBen Grundrifî ent^erfen wir in der Grundebene T\^ und legen 
ihn um die Grundlinie g in die Bildebene um, so daB der Mnter 
der Bildebene befindlicbe Teil von T]^ nacb nnten kommt, der ober- 
halb ff liegende Teil von TT aber fur das perspektive Bild des Ob~ 
jektes frei bleibt. Die umgelegten Elemente des Grundrisses werden 
ebenso bezeichnet wie dièse selbst. Das Auge gelangt bei gleich- 
sinniger Drebung um den Horizont h in den Pnnkt 0^ des Distanz- 
kreises {AOf^S.h), der schlechtbin als das umgelegte Auge be- 
zeicbnet wird. Der GrundriB 0' des Auges findet sich auf^O^, und 
zwar ist [0' --\ g) gleicb der Distanz, mitbin aucb 0,^0' — [A -] g). 
Die AufriBebeneTTg stellen wir naturlich yertikal und parallel zu 
den wicbtigsten wagrechten Kanten des Gegenstandes. Die Scbnitt- 
linie TT^^ x TTg bezeicbnen wir wie friiber durcb x. Die meisten 
Objekte und namentlicb die arcbitektoniscben besitzen vertikale 
Seiteniiâcben in zwei zueinander recbtwinkligen Stellungen, die wir 
kurz als Frontflâcben bezeicbnen kônnen. Ist die Bildebene TT zu 
einer Front des Gegenstandes parallel, so gibt sein Bild eine 
gerade Ansicbt; anderenfalls spricbt man von einer scbrâgen 
Ansicbt. 

Im ersten Falle lâfit man die AufriBebene TTg mit der Bild- 
ebene TT und folglicb x mit g zusammenfallen. Im zweiten Falle 
wird TTg parallel zu einer Front und folglicb gegen TT geneigt an- 
genommen. Wir zieben durcb den Bildspurpunkt von x auf g die 
Yertikale z = TTg X TT und die Horizontale y recbtwinklig zu x. Den 
AufriB legen wir um 2; in TT um und benennen die umgelegten 
AufriBelemente ebenso wie dièse selbst. Die Umlegung sucbe man 
so einzuricbten, daB das perspektive Bild und der AufriB des Ob- 
jektes sicb nicbt gegenseitig in stôrender Weise verdecken. "Wicbtig 
ist es, die Flucbtpunkte X^, T^ der Acbsena: und y[Of^X^\\x^ 
Oç^T^^y, X^ und Y^ auf A), sowie den umgelegten AufriB 0" des 
Auges anzugeben. 0" liegt auf h und die von 0' bzw. 0" auf x 
bzw. g gefâllten Lote sind von g x x x z gleicb ■ entfernt (vgl. 
Fig. 83). 

93. Die Konstruktion der Perspektive eines Punktes F 
mit gegebenem Grund- und AufriB F', F" ricbtet sicb danacb, ob 
TT2 mit TT identiscb ist oder nicbt, d. b. ob eine gerade oder scbrâge 
Ansicbt des Objektes verlangt wird. Wir steUen die einfacbsten 
Verfabren kurz zusamnaen. 
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Erstens: bei gerader Ansiclit. 

a) Man zieht in T]^ durch P' zwei Gerade normal bzw. unter 
45° geneigt gegen ^. Ihre Spurpunkte seien jV und' M auf ff; ihre 
Fluchtpunkte sind der Hauptpunkt A und einer der Distanzpunkte 
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Fig. 79. 



Fig. 80. 
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/>; ikre Bilder iV'y/ und MI) schneiden sich. im Bilde P/ des Grund- 
risses P'. Das Bild von PP' geht vertikal durch P^, das Bild von 

PP" ist P"ri; ihr Schnittpunkt P^ ist 
folglich die Perspektive von P (Fig. 79). 
/?) Die Vertikalebene durch (9P 
schneidet TT^ in O'P' und TT in der 
Vertikalen durch G = g x O'P', die auf 
^ P"A das Bild P^ bestimmt. P/ wird 

wieder auf NA gefunden (Fig. 80). 
^ /) Trâgt man auf die Vertikale 

P"P' den zweiten Tafelabstand des 
Punktes als !*" Pq — NP' auf, legt also 
P"P als P"PJ1 JOo in die Bildebene 
um, so liegt P^ auf O^P^ (vgl. 80). 
Man fîndet also P^, wenn man die 
Vertikale durch G^gxO'P' mit O^P^ 
schneidet. Speziell findet man P/ auf derselben Vertikalen und auf 
O^P' (Fig. 81). Handelt es sich nur um die Bestimmung von P^, 
so ergibt sich P^ als Schnittpunkt von P^ 0^ mit P" A. 
Zweitene: bei schrâger Ansicht. 

«5") Fine in TTj beliebig durch P' gezogene Gerade m habe das 
Bnd MM^ {M=^ mXg,M^ auf h, 0^ M^ \\ m), so ist P/ = MM^ X 0^ F. 
Zieht man MQ^P'P, also ±g und =^{P"-^g), so ist M^Q das 
Bild von PQ \\ m und geht durch P^ (Fig. 82). 
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g) Das Bild der zu TTj normalen Linie FF' geM durch den 
Fluchtpunkt N^ [= ^J der Normalen von TT3; andererseits liegt 
es in der Ebene OP?", die auch 
0" entrait und die z-Aclise in 
■II = 0"P" X z trifft; -folglich ist 
ifiV^ = P^P;' dièses Bild (80). 
Auf ihm wird P^ mittels der Ver- 
tikalen durcti G = O'P' x ff be- 
stimmt (Fig 83). 

Die unter (J) bzw. s) genannten 
Methoden sind die einfachsten. 
Bei /?) hat man drei, bei s) vier 
gerade Linien zu zieben. Das eine 
Verfahren geht ans dem anderen 
beryor, wenn man TTo mit TT, 
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Fig. 82. 



zusammenfallen lâfit.' 
einen mecbaniscben 
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folglich _^ mit x^ sowie 0" nnd i\^^ mit A 

Die Konstruktion s) lâBt sicb auch durcb 

Apparat (Perspektograpb) ans- ^ 

fûliren, denn werden P und 

demgemâfi P', P" bewegt, so 

dreben sicb die G-eraden O'P', 

0"P" um die festen Punkte 0' 

bzw. 0" und fûbren die Punkte 

G, R auf den festen Geraden g 

bzw, z\ die vertikale Q-erade 

wird zu sicb selbst parallel ver- 

scboben und die Gerade SP^ 

drebt sicb um den festen 

Punkt N. 

94:. Das Bild einer ge- 
raden Linie ist durcb die Bilder 
zweier ibrer Punkte bestimmt. 
Aber je kurzer die Ton ibnen 
begrenzte Strecke ausfâllt, desto -^^S- 83. 

weniger genau ergibt sicb die 

Bicbtung der Bildgeraden. Man ermittelt daber besser zuerst ibren 
Flucbtpunkt. Hierdurcb wird nicbt allein die Genauigkeit der 
Zeicbnung erbôbt, sondern aucb Mube erspart, denn an den Ob- 
jekten treten oft zablreicbe parallèle Linïen auf, dereii Bilder nacb 
demselben Flucbtpunkte laufen. 

Der Iflucbtpunkt einer Geraden ist die Bildspur 1^ des zu ibr 

ïtOHN 11. Pappeeitz. II. 4. Allfl. 8 
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parallelen Setstrahles 0J^ = i Fàllt TT3 mit H, also x mit g zvt. 

sammen, so zieht man Grrund- und AufriB des Sehstrahles durch 

,. , ^ Grand- und AufriB des Auges, d. h. i' 

=4^^ ]/ durch 0' und i" durch A (Fig. 84). Die 

I xï" i /•'' Vertikale durch J' = i x ç trifft i" iu / 

\ \ /T und den Horizont A in dem Fluchtpunkte 

jSd , /'\ , ^ -^ /'^ der Horizontalprojektion der G-eraden. — 

; ,i' I \ Liegt TT3 gegen H geneigt, so zeicline man 

Jf/ I ^ die Fluchtlinie 2^ (H^) von TTg, lege um 

tI z nach. Oa um und bestimme T . Die 

y I 00 "^ CO 

Parallèle zu i" durch 0^ schneidet dann 
^^" ^^' z^ im Fluchtpunkte von z"; seine Ver- 

bindungslinie mit Y^ aber bestimmt J^ auf der Vertikalen durch 
/' (vgl. 80). 

95. Wir erwâhnen zwei besondere Arten von Fluchtpankten 
die oft bénutzt werden. Bei architektonischen Gegenstânden stofîen 
hâufig schrâge Begrenzungsflâchen von gleicher Neigung gegen die 
Grundebene in schrâgen Kanten zusammen. Bei gerader Ansicht 
sind dièse Kanten parallel zu den Diagonalen eines Wiirfels, dessen 
Kanten parallel und senkrecht zu TT uûd TTi liegen, oder parallel 
zu den Diagonalen einer ebenso gestellten quadratischen Saule, In 
dem ersten Falle sind ihre Fluchtpunkte die Ecken B^^ B^, B^, B^ 
des dem Distanzkreise umgeschriebenen Quadrates mit je zwei hori- 
zontalen und vertikalen Seiten (vgl. Fig. 78); im anderen Falle 
liegen die Fluchtpunkte C^^ C^, C^, G^ auf den Vertikalen durch die 
Distanzpunkte I) und iJ^ und auf den beiden Geraden, die durch A 
parallel zu den Aufrissen gezogen sind. Bei schrager Ansicht hat 
man das vofhin angegebene Yerfahren zur Bestimmung der Flucht- 
punkte einzuschlagen. 

96. Sieht man von der Grundebene TTi ab, deren Spur- und 
Fluchtlinie als g und h stets angegeben werden miissen, so kommt 
die Darstellung einer Ebene durch Spur- und Fluchtlinie in 
der angewandten Perspektive nicht vor. Wohl aber werden dièse 
Elemente zu konstruktiven Zwecken gebraucht. Bei vielen Gegen- 
stânden ist es zweckmâBig, von vornherein die Fluchtlinien zu 

/ / bestimmen: erstens fiir die Frontebenen und zweitens fur die 

Diagonalebenen, welche die von jenen gebildeten rechten Winkel 
halbieren. 

97. Im II. Kapitel sind die Grundaufgaben der darstellenden 
Géométrie durch Zentralprojektion gelôst worden. Wir haben daher 
hier nur wenige Aufgaben mit Bezug auf die besondere Art zu 
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besprechen, 
treffen : 
1. 



in der sie am hâufigsten angewandt werden. Sie be- 
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Fig. 85. 



die Teilung vertikaler und horizontaler Strecken, 
sowie in Verbindung biermit 

2. die âbnlicbe Verkleinerung der Zeicbnung durcb 
Eeduktion der Distanz, 

3. die Darstellung von Kreisen und EUipsen in hori- 
zontalen oder vertikalen Bbenen, 

4. die Scbattenkonstruktion. 

98. Die Teilnng einer zur Bildebene parallelen, also 
speziell jeder vertikalen Strecke erfolgt im Bilde nach demselben 
Verbâltnis wie im Original. Um sie auszuftihren, muB das Bild 
einer Teilstrecke bekannt sein. Ist auf 
einer Vertikalen vom Punkte P ans die 

Strecke PQ, abzutragen, so ziebe man '^^'' | i a. 

durcb das Bild B^ ibres Grundspurpunktes 
R eine beliebige Gerade, die g m & und 

h in M^ scbneiden mag, erricbte in S ^^ — y 

die Vertikale und scbneide sie mit M^ P^ 

in M (Fig. 85); dann ist S MF E einRecbt- 

eck und S M die wabre Lange von RP. Macbt man MN auf S M 

der wabren Lange von PQ gleicb, so gebt iYJi^ durcb Q^. 

99. DieTeilung einer borizontalen Strecke erfolgt nacb. 67. 
Seien M und 31^ Spur- und Flucbtpunkt einer in TTi liegenden 
Geraden m, welcbe die Strecke PQ trâgt, Drebt man m und M^O^^ 
um M bzw. M^ in gleicbem Sinne, bis sie mit gr bzw. h zusammen- 
fallen, so gelangen die Punkte P, Q und 0^ in die Lagen P^ , Q^ 
und 0^ (Fig. 86) und die Geraden" O^P^, O^Q^ scbneiden m^= MM^ 
in den gesuobten Punkten P^, Q^. Hierbei beifit 0^ der Teilungs- 
punkt der Geraden m und aller ibrer Parallelen. Legt man nâm- 
licli eine solcbe Horizontale um ibren Spurpunkt in die Bildebene 
parallel zu h um, so treffen die von Oj nacb. den Punkten der 
umgelegten Geraden gezogenen Strablen die Bildgerade in den zu- 
gehôrigen Bildpunkten. 

100. In den Anwendungen tritt es oft ein, dafî einer oder 
mebrere der Punkte, die zur Konstruktion nôtig sind, auBerbalb 
der Zeicbenflâclie liegen. Man bilft sicb dann durcb. eine Eeduk- 
tion, d. b. durcb eine âbnlicb.e Verkleinerung der Zeicbnung, wie 
sie sich ergeben wûrde, wenn man bei ungeàndertem Objekt und 
Auge die Bildebene zu sicb parallel in der Ricbtung ^ verscbiebt 
und bierdurcli die urspriingliclie Distanz auf ibren w*®° Teil reduziert. 
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Statt, der .uiizugângliclieii Elemente beimtzt man die redu- 
zierten Elemente, die wir diircli deii oberen Index r bezeicliiien. 
Sie befinden sich mit jenen in âhnlicher Lage, uud zwar ist der 
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Fis. 8«- 

Hauptpunkt Â das Âhnlichkeitszentrum; ibre Abstande von Â aber 
verbalten sich zu denen der urspriinglicben Elemente wie 1 : n, 
wo n eine passend gewâblte ganze Zabi bedeutet (in der Figur n = 2). 
Ist das Timgelegte Auge Oq unzuganglicb, so trâgt manauf JOq 
die Strecke xi 0/ = i • Distanz auf; OJ ist das rednzierte nm- 
gelegte Ange. Man findet dann den Flucbtpunkt M^ qUS dem 
reduzierten Flucbtpnnkte M^, indem man OjM!^\\m imd 
AM^ — n- Alf^ macbt. Pâlit M^ auch aufîerbalb der Zeicbenflâclie, 
so zeicbnet man den rednzierten Spurpnnkt Ji'", indem man 
Air ==^'AM abtrâgt, dann ist m„ || ifif^ durcb M zu ziehen. 
Man findet ferner. den Teilangspunkt 0^ ans dem reduzierten 
Tellungspunkte (9j durch die Beziebungen: ■^j'^ Oo'^ = ^C '^^' 
AOd - ri' Aff'à- Sind.i¥P^ und MQ^ auf g die wahren Lângen der 
Strecken MF und MQ, so geben OaI'a und O'^Q^ durch P^ und Q,^. 
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Ist 0^ iinzuganglich, so mâche man auf h die Strecke M^ T == 
l^M^O^ = Ml 01 uiid auf// zugleich MS = ^-MPunà 3IS.= ^'MQ, 
so gehen TB und T8 offenbar wieder durcli P^ und Q^. Kann 
hierbei -M^ nicht gezeicbnet werden, so macbe man zuerst ilf^y* = 
i . 3r C'a und dann AT ='71- AT''. Ist endlich auch M nicht be- 
nutzbar, so bedient man sich der reduzierten Grundliuie, die 
man parallel zu h in dem Abstand = ~ ■ [g ~\ h) zieht; auf ihr 
findet man den reduzierten Spurpunkt M^ , indem man in dem Ab- 
stand = — • (^ H m) von A die Linie m'' \\ m zieht. Die weitere 
Konstruktion grûndet sich auf die perspektiv-âhnliche Beziehung 
zwischen den gegebenen Elementen und den reduzierten wie umgekehrt 
zwischen den hieraus gefundenen und den gesuchten Elementen. 
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101. Abbildung eines horizontalen Kreises (Fig. 87). 
Die Ebene E des Kreises k hat den Horizont h zur Fluchtlinie, die 
Spur e und die Verschwindungslinie e^ sind zu Ji parallel. Der Abstand 
(e -\ h) hângt von der Lage der Ebene E ab, der Abstand [e^ -] e) ist 
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gleich der Distanz [0^ -j h). Wir betrachten nur den gewôhnlichen 
Fall, wo der Kreis k die Verschwindungslinie e^ nicht trifft, sein Bild 
also eine ElKpse wird. Der Kreis sei durch seine Umlegung um e 
gegeben. Die Umlegungen seiner Eleinente werden ebenso wie dièse 
selbst bezeiclmet. £ sei der Mittelpunkt und MN auf /" der zu e 
recbtwinklige Durchmesser; sein Bild if^iV^ ^^^^^ ^^n auf /; = FA 
nach 83. Ist J^ der Mittelpunkt von M^N^ und liegt der Punkt/ 
auf MÀ^ zu /^ perspektiy, so entspricM umgekehrt der zu e par- 
allelen Kreisseline FQ durcb / der zu Jf^iV^ konjugierte Durcli. 
messerP^Q, (H^ durch 7j der Bildellipse k^. Ist U = fx e^, und 
schneiden die Xreistangenten TIF, UQ die Spur e m R, 8, so sind 
ilire Bilder BF^ und SQ^ parallel zu /;. Durch die konjugierten 
Durchmesser l/^iY^ und F^Q^ ist die ElipseA^ bestimmt; ihre Achsen 
1 I ; kônnen nach 22 Bd. I gefunden werden. Die yertikalen Tangenten 

der ElHpse (die z. B. als Umrifîlinien einer liber dem GrundkreiseA 
stehenden runden Saule ôfters gezeichnet werden milssen) entsprechen 
den Tangenten des Kreis es k aus dem Punkte V~ ÂO^Xe^ und gehen 
durch deren Schnittpunkte X, Y mit der Spurlinie e, Sind W, Z 
die Berûhrungspunkte der Kreistangenten und ist T = e x WZ^ so 
liegen die Berûhrungspunkte W^, Z^ der EUipsentangenten auf dem 
Durchmesser TJ^. ïïâufig benutzt man zur Abbildung des horizon- 
talen Kreises à ein ihm umschriebenes Polygon, z. B. ein 
regelmâfiiges Achteck, dessen Seiten zu g teils parallel, teils senkrecht, 
teils unter 45° geneigt sind. Die Fluchtpunkte seiner Seiten sind 
bez. der unendlich ferne Punkt yon A, der Hauptpunkt A. und die 
beiden Distanzpunkte F, D^. Die Seiten bilden zwei dem Kreise k 
umgeschriebene Quadrate, deren Diagonalen den Seiten des Acht- 
ecks parallel laufen und ihre Berûhrungspunkte mit k bestimmen. 
Die Abbildung der geschilderten Figur ergibt demnach acht Punkte 
der Bildellipse nebst den zugehôrigen Tangenten. Die Einzel- 
heiten der Konstruktion ergeben sicli bei ihrer Ausfûhrung ohne 
Schwierigkeit. 

103. Die Abbildung einer Ellipse mit vertikaler Achse 
(bez. eines yertikalen Kreises), die z. B. als Gewôlblinie yorkommen 
kann, ergibt sicK aus 101. An Stelle der Horizontalen e, e^, h 
treten die Yertikalen n, n^, n^ als Spur-, Verschwindungs- und 
Eluchtlinie der yertikalen Ebene, die die abzubildende Kurye ent-^ 
hait. Ferner tritt an Stelle der Greraden f die horizontale Achse 
der Ellipse (oder der horizontale Kreisdurchmesser), an Stelle yon 0^ 
das um n^ .in die Bildebene umgelegte Auge 0^ und statt des . 
Distanzpunktes F hat man das um F auf n niedergedrehte - 
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Auge Oa zu benutzen (Fig. 88). ~ In der Figur sind die einzelnen 
Elemente ebenso bezeicbnet, wie die entsprecbenden in Fig. 87. 
Eine nâhere Erlâuterung erscheint daher tiberfltissig. — "Wie vorher 
kann aiich Mer, und allgemein bei jedem Kegelschnitte, die per- 




Fig. 88. 

spektive Abbildung mit Hilfe eines ihm nmgeschriebenen Vierseits 
erfolgen (vgl. 83). 

103. Schattenkonstruktion. Als Lichtqnelle denken wir 
uns einen Punkt L (ûber der Grundebene TTi) durch sein Bild L^ 
nnd GrrundriBbild X/ gegeben {L^L^ h). Von Jj^ gehen aile Bilder 
der Licbtstrablen, von JS/ die ibrer Grundrisse ans. Man spricht 
von Zentral- oder Parallelbelencbtung, je nacbdem sicb der 
lencbtende Punkt JJ in endlicher Entfernung vom Objekte befindet 
oder unendlicb weit liegt. Beide unterscbeiden sich aber nicht 
wesentlicb; denn solange Z nicbt in die Verscbwindungsebene fàllt, 
was selten angenommen wird, sind die Bilder Z^ und JS/ Punkte 
im Endlicben. Je nacb der Lage von Z gëgen die Verscbwindungs- 
ebene ist das Bild reell oder virtuell. 

Die Beleucbtung der irdiscben Gegenstânde " durcb die Sonne 
darf als Parallelbeleucbtung gelten, weil ihre gegenseitigen 
Entfernungen im Vergleicb mit dem Abstand von der Sonne selbst 
verscbwindend klein sind. Es. bedeutet dann Z das Bild des 

c 

Sonnenzentrums. Man bat entweder ein réelles Sonnenbild iiber 
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dem Horizont, oder ein uBendliches ferries, oder ein virtuelles unter 
dem Horizont, je nachdem die Sonne im Angesiclit des Beschaners, 
oder in der Verscliwindungsebene, oder ini,Klicken des, Beschaners 
steht. Demgemafî lâuft der Grundschatten einer von der Grund- 
flâche aufs.teigenden Vertikalen entweder auf den Beschauer zu, 
oder parallel ze h, oder nach dem Horizonte hiii. L^ ist der Flucht- 
punkt der Lichtstrahlen, L^' liegt auf dem florizont und ist der 
Fluchtpunkt ihrer Horizontalprojektionen. 

Der Gang der Konstruktionen zur Abbildung der Schatten ist 
bei der Zentralperspektive derselbe wie bei der Parallelprojektion. 
Man bestimmt zuerst die Licbtgrenzen auf dem Objekt, dann die 
ScMagschattengrenzen in der Grundebene und zuletzt die Schlag- 
scbatten auf dem Objekte selbst;:wie . dies die nacMolgenden Bei- 
spiele zeigen. 

104. Ist ein Pankt P durch 1\ und P/ gegeben, so findet 
man das Bild seines Gundscbatteus 1\ als P^^ = LJ.\ x P/P/; 
/ — F P^ ist das Bild eines Licbtstrahles /, l'==P'P ist das 
Bild seines Grundrisses V und zugleich. der Grundschatten der 
Vertikalen FF. Ebenso wie wir Mer den Grundschatten der 
Vertikalen durcb P benutzen, um auf ibm den des Punktes P selbst 
zu finden, geht man bei der Ermittelung des Schattens von P auf 
eine beliebig gegebene Ebene E von einer geeigneten Geraden durch, 
P (meist einer Vertikalen oder ïïorizontalen) und ihrem Schatten 
auf E aus; dieser ist schlieBlich mit dem Liclitstrahle durch P zu 
schneiden. 

Sind von einer Geraden i Spur- und Fluchtpunkt P, /^ und 
von .der Ebene E Spur- und Fluchtlinie e, e^ bekannt, so sucht 
man Spur- und Fluchtlinie d, d^ der durch i gelegten Lichtstrahlen- 
ebene A, die E in dem gesuchten Schatten z* schneidet, und 
erhâlt von i* den Spur- und Fluchtpunkt, hieraus aber das Bild 
[J* z= d X e, Pco* = ^œ X ^ooJ h* — '^*'^oo*)- ^®i Parallelbeleuchtung 
verbindet die Fluchtlinie d^ den Fluchtpunkt P^ der Lichtstrahlen 
mit dem Pluchtpunkte P^ der Geraden i, und d geht parallel zu 
ûL durch /. 

ce 

Anwendungen der Perspektive. 

105. Wir legen die Eegeln der Perspektive in ihrer Anwendung 
auf einige architektonische Gegenstânde dar. Die Objekte 
sollen die hauptsâchlichsten an Bauwerken vorkommenden Formen 
und Anordnungen der Glieder zeige;i, aber nur in môglichst einfacher 
Weisé, so da6 sie leicht geometrisch bestimmt werden kônnen. Bei 
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der Wahl ilirer Verhâltnisse sind' weniger asthetisclie G-esichtspmikte 
wirksam gewesen, als Yielmehr die Rûcksicht daraiif, daô die Einzel- 
heiteii der Konstruktion in der Zeichnung genûgend erkennbar 
werdeii mûssen. — Zuerst behandeln wir nur Kôrper mit ebenen 
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Fig. 89. 

Seitenflâchen, in den spâteren Beispielen treten ancli krumine 
Flâchen auf. . 

Perspektive eines Sânlenganges in gerader Ansicht 
(Fig. 89). Die doppelte Sânlenreiiie erstreckt sich in der zur 
Bildebene senkrecMen Eichtung nach dem .Horizonte hin. Jede 
einzelne Saule bestebt ans Sockel, Schaffc nnd Kapitâl. Dièse drei 
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Teile werden Ton quadratischen Prismen und abgestumpften quadïa- 
tischeii Pyramiden gebildet. Die Prismenflâchen stehen vertikal, 
die sclirâgen Pyramidenflâchen, die am Sockel oben, am Kapitâl 
Tinten liegen, sind gegen die Grundebene TTj unter 45° geneigt. — 
Die Sâulenabstânde in der Eichtung parallel zur Grundlinie g er- 
geben sich aus dem GrundriB des vordersten Sâulenpaares; zur 
Feststellung der Abstânde in der Richtung senkrecht zu g geniigt 
es, die verlângerte Grundrifidiagonale FU einer Saule des folgenden 
Paares zu zeicbnen. Die Kanten der Sâulen verlaufen in sieben 
verscMedenen Eicbtungen: sie sind nâmlich entweder vertikal, oder 
normal zur Bildebene, oder parallel zur Grundlinie, oder parallel 
zu einer der vier Diagonalen eines Wûrfels, von dem zwei Seiten- 
flâchen in TT und TTi liegen. Ihre Flucbtpunkte sind folglicb der 
Keihe nach: der unendlich ferne Punkt der Vertikalen, der Haupt- 
punkt A, der unendlich ferne Punkt des Horizontes h und die 
Ecken B^, JB^, £^, B^ des dem Distanzkreis umgescliriebenen 
Quadrates. (-Sjj92l|<7 durcli 0^, Oç^S^ = O^B^ ^ AO^), Die er- 
reichbaren Spurpunkte der Grundrifîdiagonalen auf g sind durch 
B, 8, T, U bezeiclinet; ihre Fluchtpunkte sind die Distanzpunkte B 
bzw. JD^. 

"Wir beginnen mit der Abbildung der Sockelgrundflâchen. Zu 
ihren Ecken gehôren z. B. die Punkte G, II; ihre Bilder werden 
gefunden, wenn man' G" und E" mit A und den Spurpunkt B der 
durch E gelegten Diagonale mit D verbindet, sowie durch B^ 
die ParaUele zu g zieht {E^ = AE" x EB, G^ auf G"J, E^GJg). 
Hat man in dieser Weise aile in TTi liegenden Quadrate abgebildet 
(und kontrolliert, daB ihre je in einer Parallelen zu g gelegenen 
Seiten gleiche Lângen haben), so zieht man durch aile ihre Ecken 
vertikale Linien aufwârts. Dièse stellen die vertikalen Sockelkanten 
dar; ihre oberen Endpunkte bestimmen wieder horizontale Quadrate. 
Im Bilde Hegt eine Eeihe ihrer Ecken auf J"A] zieht man durch 
sie Parallèle zu g, so findet man die librigen Ecken, die zugleich 
auf drei weiteren Geraden durch A liegen miissen. Jetz-t sind die 
Bilder der schrâgen Sockelkanten zu ziehen; sie laufen von den 
vorderen Ecken nach B^ bzw. £^, von den hinteren nach ^3 bzw. £^ 
Bine Keihe ihrer Endpunkte liegt a,uîK"A, die iibrigen finden sich 
wie vorhin. Nunmehr werden die vertikalen Schaftkanten gezogen, 
die auf M" A, usw. endigen. Die schrâgen Kapitàlkanten laufen 
vorn nach B^ bzw. B^, hinten nach B^^ bzw. E^'^ ihre Endpunkte 
liegen auf N"A, usw. Man zeichnet ferner die vertikalen Kapitàl- 
kanten,* deren Endpunkte sich auf F' A, usw. befinden. Zulet^t 
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siiid die Bilder aller horizontalen Kanten auszuziehen, die unsere 
Konstruktion bereits als Hilfslinien benutzt hat. — "Welche Linien 
sichtbar sind und welche nicht^ wird der Zeichner leicM auch ohne 
nâhere Erklârung beurteilen. 

Hierauf bestimmen mv die Grundschatten, und. um dies 
leicht ausfuhren zu konnen, baben wir wenigstens fur die vordersten 
Sâulen die Grundrifîbilder aller Eckpunkte angegeben. Wir wâbleii 
Parallelbeleuchtung; das (virtuelle) Sonnenbild Z^ liegt unter 
dem Horizonte h, der Fluchtpunkt Z^' der Lichtstrahlgrun drisse 
senkrecbt dariiber auf h selbst. Die Licbtgreuze setzt sicb bei 
jeder Saule aus 14 Kanten zusammen; zwei davon liegen in der 
Grundflâcbe, zwei andere in der borizontalen Endflâcbe des Kapitâls, 
die iibrigen sind in der Diagonalebene mit der Flucbtlinie S^J^s 
entbalten. Zur Lichtgrenze gebôren die Ecken, in denen das Bild 
bzw. Grundrifibild eines Licbtstrables das der Saule streift. — 
Die Grundscbatten der Ecken, z. B. Q, stellt man durch 
^*c ~ Qc^c ^ Qc -^c ^^^i '^^'^^ -Di^ Grundscbatten der borizontalen 
Kanten sind zu diesen parallel, ihre Bilder laufen folglicb parallel 
zu A oder nacb dem Hauptpunkte À. Die Grundscbatten der Verti- 
kalen konvergieren im Bilde nacb i/, die der scbrâgen Kanten haben 
die Flucbtpunkte W~ h x JB^ JO^ und W^ = hx JB^ L^ (in der Figur 
konnte nur W angegeben werden). Dièse Angaben geniigen zur Yer- 
zeicbnung aller Scblagschatten auf die Bodenflâcbe. 

In unserem Beispiele kommt der Scblagscbatten einer Saule 
auf eine zweite vor (ibre Grundscbatten liberdecken sicb zum Teil). 
Ziebt man aus dem Kreuzungspunkte der Grundscbatten zweier 
Kanten rilckwârts bis zu der bescbatteten Kante einen Licbtstrabl, 
so endigt er in einer Ecke der Scblagscbattenfigur. Aber nicbt aile 
Ecken derselben kônnen so gefunden werden, man bat vielmehr das 
in 104 gescbilderte Verfabren anzuwenden. Hierbei beacbte man 
folgende Bemerkungen. Der Schatten einer Geraden auf eine zu 
ibr parallèle Ebene ist zu ibr selbst parallel; im Bilde baben beide 
denselben Flucbtpunkt, Hiernacb sind z. B. die Scbatten einer verti- 
kalen Kante auf die senkrecbten Flâcben einer Saule selbst yertikal 
und das Scbattenbild einer zu TT normalen Kante auf die zu ibr parallèle 
Seitenflâcbe eines Sâulenscbaftes gebt durcb A. Ferner wird der 
Scbatten, den eine Gerade auf eine Parallelebene zu TT (mit unendlicb 
ferner Flucbtlinie) wirft, als Parallèle zur Verbindungslinie ibres 
Fiucbtpunktes mit dem der Licbtatrablen dargestellt. Folglicb bat 
der Scbatten einer zu TT normalen Kante auf eine Frontflâcbe ein 
zu AL parallèles Bild, und analog bildet sicb der Scbatten einer 
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schrâgen Kante [MN] mit dem Fluchtpunkte ^3 als Parallèle zu B^ L 
ab. Der Scliatten von 3IK auf die schiefe Sockelflàche hat seinen 
FlucMpunkt in B^ B^ X L^L^. Die Begrenzungslinien des Schatteas 
der einen Saule anf den Boden und auf die andere Saule treffen in 
den Bodenkanten der letzteren zusammen; um die Treffpunkte exakt 
zu 'bestinimen, kann man sie zuerst im Grundrifi konstruieren und 
dann in die Perspektive iibertragen. 

Bei der Ausfiilirung der Zeicknung wird man bemerkeu, 
dafi sicb ihre Genauigkeit dadurch erhôhen lâfît, daB man zur 
Bestimmung eines undj' [desselben ;Elementes verscliiedene Wege 
einscblâgt. 

106. Perspektive eines Obelisken mit Unterbau in 
schrâger Ansicht. Der Unterbau bat eine quadratiscbe Basis; 
von ibren vier Seitenflàcben fubren Stufen nach einem Podest, der 
vier durch Eckquader gebildete Vorspriinge zeigt. Uber dem Podest 
erhebt sicb der quadratiscbe Obelisk auf einer Plintbe mit oben ab- 
gescbrâgten Seitenfiâcben. Die scbrâgen Flâcben der Plintbe und 
die in der Spitze S zusammenstoBenden Endflâcben des Obelisken 
sind gegen TTj unter 45° geneigt. Die Seitenflàcben des Obelisken 
scbneiden sicb in dem Punkte U seiner vertikalen Acbse, die scbrâgen 
Flâcben der Plintbe in dem Punkte Q; aile ûbrigen Flâcben sind 
entweder borizontal oder vertikal. Die einzelnen Bestimmungs- 
stûcke des Objektes entnimmt man ans dem Grund- und AufriB 
desselben, der dem perspektiven Bilde (Fig. 90) in balber GrôBe bei- 
gefiigt ist. 

Nacb Annabme von J, g, h wird die Lage des Objektes durch 
seinen umgelegten GrundriB bestimmt; das Basisquadrat ist gegen 
die Grundlinie g geneigt. Die Distanz AO, die so groB gewàblt 
ist, daB das umgelegte Auge 0^ in die Figur nicht eingetragen 
werden kann, reduziert man auf die Hâlfte und benutzt das redu- 
zierte umgelegte Auge OJ [A OJ = iA 0). Die Seiten m=EF 
und n = BH des Basisquadrates (sowie aile zu ihnen parallelen 
Kanten) baben die Fluchtpunkte M^ resp. N^ auf h. Man findet 
zuerst die reduzierten ^ Punkte Jf^ und N^ [OJ Ml\\m, 0^'' Nl\\n) 
und Meraus N^ durch die Beziebung J iV^l= 2'ANl^, wâhrend'^J^ 
unzugànglich ist. Seien mm M= m x g nnà. N = n x g die Spur- 
punkte, so kann das Bild n^ = NN^ direkt gezeichnet werden; fur m 
aber muB zuvor auf ^ if der reduzierte Spurpunkt M\A]\f = \ÂM] 
bestimmt werden; hierauf ist m^ durch if parallel zum reduzierten 
Bilde ml = M' M^ zu ziehen. Auf h trâgt man M^ O'a = M^ (9/ 



Angewandte, Perspektive. 



125 



und iV; 0^' = NI OJ ab, macht A0a = 2- AO''^ und A0^ = 2- A0^% 
ao da6 0^ und 0^ die Punkte , darstellen, in die das Ange gelangt, 
•wenn man es um M^ oder N^ auf den Horizont niederlegt; sie 
dienen als Teilungspunkte fiir die Seiten des Basisquadrates 
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(vgl. 67). Um die Einteilung der Linien BF und -JUM in die 
Perspektiye zu iibertragen, liât man sie mit allen Zwisclienpunkten 
um M oder JV bis in die Grundlinie herumzndreben. Die voU- 
zogene Drebung bezeicbnet der nntere bzw. obère Index A. Man 
findet z. B. K als iYiV x K^O^, usw. Statt des unzugânglicben 
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Punktes Fa bestimmt man F^MF^ =^ \MF], macht M^r 
IM^ Ol, AT=2-Âr und findet F^ als Jfi/^ x F^T, usf. ] 
Bilder der Parallelen zu w gehen durch M^, schneiden also iY. 
und jede dazu parallèle Gerade in âlinlichen Punktreilien. Man tn 
daher auf h die Strecke N'^M'^ von iV^ ans ab, ziehe durch ib 
Endpnnkt die Parallèle zu NF^ und konstruiere auf ihr die Pun 
reihe, die aus der auf NN^ liegenden durch Verkleinerung auf ( 
Hâlfte entsteht. Ûbrigens richtet man es meist so ein, daB die ôf 
benutzten Flucktpunkte, wie liier774,.noch auf das Zeicbenbrett falL 
oder man scbraubt an dasselbe eine oder mehrere Leisten so an, d 
man die Fluchtpunkte auf ihnen markieren kann. Das Bild des Bas 
zentrums C, von dem die Yertikalaclise der Obelisken aufsteigt, ergi 
sich als Scbnittpunkt der Diagonalen i?^ ff^ unà F^H^. (In der Fig 
sind nicht aile Bezeichnungen eingefugt, weil sie sonst undeutlicb wir 
Die Diagonale J(r bat den Spurpunkt i) und den Flucbtpunkt i 
[Of^B^WFJGy., man bestimme aucb ihren Teilungspunkt und benut 
die Einteilung der Strecke F^G^, insbesondere ibre Scbnittpunk 
mit den nach unten Terlângerten Obeliskenkanten. Die YertikaL 
durcb D bzw. D^ bilden Spur- und Flucbtlinie einer Diagonalebei 
des Objektes. Auf erstere trâgt man Yon D aus die Hôben a 
in denen sicb die Ecken und Kanten des G-egenstandes liber di 
Grundebene befiuden, verbindet die Endpunkte -mit D^ und e 
mittelt so die Hôben im Bilde, z. B. DP, = IfF", B^P^ _L h, P,. 
durcb D^, oder J)S, = C"S", CJ^±h, S^S^ durcb D,^, mw. Fi 
die Zeicbnuûg der Stufenkanten ist es zweckmàBîg, die Treppenprofi] 
auf den Frontflàcben des vordersten Eckquaders abzubildén. Vo 
den Flucbtpunkten der scbrâgen Kanten an der Plinthe und an àd 
Spitze des Obelisken konnten nur zwei, P^ und P^, angegeben werder 
sie Hegen auf der Vertikalen' durcb D^ symmetrisch zu h. Zeicbne 
man die Aufrisse der Diagonalen des ûber dem Quadrate FFQl 
stebenden Wurfels und ziebt durcb A Parallelen zu ihnen, so gebe 
sie durcb die genannten Fluchtpunkte. An ihrer Stelle kann ma 
auch das Bild des Punktes Q benutzen, in dem sicb die scbrâge 
Kanten der Plinthe treffen. Âhnlich yerfâhrt man bezugHch de 
im Punkte U der Vertikalacbse zusammenlaufenden Kanten de 
Obelisken. — Nach dem Gesagten bat es keine Schwierigkeit, da 
Bild des Objektes zu vollenden. 

Der Schattenkonstruktion liegt die Annahme parallèle: 
Lichtstrablen zugrunde. Die Sonne befindet sich im Gesichtsfelc 
des Beschauers ; ihr réelles Bild Z^ also ûber dem Horizont und P^ 
senkrecht darunter auf k Die Lichtstrablen kommen von A, au 
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Schatten der Vertikalen a.uf Horizontalflâchen von X/. Die Schatten 
horizontaler Kanten auf horizontalen Flâclien gehen durch jW^ oder 
i\r^. Ferner kommen Schatten horizontaler Kanten (mit dem Flucht- 
punkte MJ auf rertikale Flâclien (mit der (.Fluclitlinie W^ 7±h) 
vor; ihr Fluchtpunkt F liegt auf M^Z^. Die schrâgen Kanten 
werfen nur auf wagrechte Flâchen Schatten; man ermittelt sie aus 
den DurchstoBpunkten mit der Grrundebene und dem Podest und 
den beziiglichen Schatten der Punkte Q, S, TJ. Die Flucht- 
punkte dieser Schattenlinien liegen auf h mit L^ und den Flucht- 
punkten der bez. Kanten in gerader Linie. Sind letztere nicht 
erreichhar, so mu6 man yon anderen Punkten der Kanten die 
Schatten abbilden. Die Linien, welche die Lichtgrenze auf deia 
Objekte zusammensetzen, lassen sich sehr einfach feststellen. Zu 
ihnen gehôren beim Obelisken und den vier Eckquadem die in den 
Diagonalebenen mit der Fluchtlinie D^JR^ gelegenen Kanten, bei 
der Plinthe zwei vertikale, zwei horizontale und zwei schrâge Kanten, 
auBerdem bei 'jedem Eckstein zwei Oberkanten und zwei oberste 
Treppenkanten. 

107. Als weiteres". Beispiel wâhlen wir die schrâge Ansicht 
einer gewolbten Halle mit doppeltem Durchgang. (Fig. 91. In 
dieser und in den beiden folgenden Figuren ist der untere index c, 
der zur Bezeichnung der perspektiven Bilder dient, weggelassen.) Der 
quadratische Bau zeigt ein yon vier ebenfalls quadratischen Pfeilern 
getragenes Kreuzgewôlbe. Die Wôlbflâchen liegen auf zwei kon- 
gruenten Rotationszylindern, deren horizontale Achsensich recht- 
winkLig schneiden; sie endigen in jeder Front mit einem Halbkreis 
und stofîen in zwei (sich in T kreuzenden) Gratlinien zusammen, 
die den Diagonalebenen angehôren und mithin Halbellipsen sind. 
An den vier Fronton lâuft oben ein einfaches Kranzgesims; seine 
schrâgen Kanten sind zu den Diagonalen eines Wlirfels parallel, 
dessen Seitenfiâchen in. den Fronton liegen. 

Die Bildebene legen wir durch die yorderste Pfeilerkante z, 
machen zwei Seiten des . Basisquadrates zur x- und 2/-Achse und 
die dariiberstehenden Frontebenen mithin zur AufriB- bzw. Seiten- 
rifiebene. Von dem (3-rund- und AufriB ist nur so yiel gezeichnet, als 
zur Bestimmung der Grestalt und Lage des Objektes gebraucht wird. 
Zur Festlegung der Distanz ist das reduzierte umgelegte Auge an- 
gegeben [A OJ =\Â 0\ ffieraus kann man die Fluchtpunkte 
X^, J^, M^, N^ der Achsen x, y und der Grundrifîdiagonalen m, 
n finden. Die Abbildung aller geradlinîgen Kanten des Gegen- 
standes erfolgt wie in 106 und bedarf nach dem Vorausgegangenen 
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keiner Erlâuterung melir. Statt der unzuganglicheu Muchtpunkte c 
sctirâgen G-esimskanten wurde der Punkt C der vertikalen Mittelacl: 
des Objektes benutzt, in dem ihre Verlangerungen zusammeiitreffi 
Die vier âuBersteii Pfeilerkanten laufen bis zu der Deckplat 
die das G-ewôlbe oben abschliefît; die ûbrigen endigen in c 
Basisebene des G-ewôlbes. Ihre Endpmikte werden paarweise dur 
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die horizontalenDurcbmesser der vier Frontlialbkreise und der beid 
elliptiscben Gratlinien verbunden, die, in ihnen die verlângert' 
Pfeilerkanten berûbren. Aile secbs Ge\A ôlblinien projizieren si 
als Halbellipsen , denn in ihren Endpunkten sind die Tangent 
parallel (yertikal). Hat man mit Hilfe der Fluchtpunkte X^, J 
Ji^, N^ die Bilder jener horizontalen Durcbmesser gezeicbnet, 
bestimme man ihre Mittelpnnkte und bieraus die konjugierten (ye 
tikalen) Halbmesser der Bildellipseji (102). Dièse Konstrukti( 
lâfit sich ftir die beiden vorderen Fronthalbkreise k, i mit B 
nutzung ihrer Umlegung in die Bildebene, d. b. mittels des Aufrissf 
leicbt ausfiibren. Den vertikalen Kadien der Kreise entsprecli( 
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Tertikale Halbselinen durch die Bilder der Zentra K, /; die Tan- 
genten in ihren Endpiinkten gehen durch X^ bzw. Y^. Fiir die 
iibrigerL Gewôlblinien vereinfacht sich. das Yerfabren, weil sie je mit 
einem der Kreise k, i auf einem Zylinder liegen. Den affin gelegenen 
ebenen Kurven des Originals entsprecb.eii perspektiv gelegene im 
Bilde; die Fhichtpimkte [X^, Y^) der Affinitâtsstrablen (Zylinder- 
mantellinien) werden die Zentra der Perspekti^itât, die Achsen sind 
die Bilder ■ der Affinitâtsacbsen (in unserem Falle laufen sie vertikal 
diircb. Y^, X^, M, N, so daB Vertikalen stets Vertikale entsprechen). 
Aiif Grand dieser Bemerkimgen kann die Perspektive des Objektes 
leicht vervollstândigt werden. Je drei perspektive G-ewôlblinien 
zeigen eine gemeinsame Tangente (.s durch X^^ t durch Y^), die 
den scheinbaren XJmriB einer Wôlbflache bildet. 

Um die Darstellung des Objektes mit Schatten zu versehen, 
setzen wir Sonnenbeleuchtung voraus [Z unterhalb h, L' auf A, 
JjJj _L /-•). tJber die Konstruktion der Schlagschatten, welche die 
geradlinigen Kânten auf die Grundebene und auf die ebenen Mâcheu 
des Objektes" werfen, ist nichts Neues zu sagen (man vergieiche das 
vorangehende Beispiel). Die Lichtgrenzen der Wôlbflâchen sind Mautel- 
linien ; man erhàlt ihre Endpunkte auf den Fronthalbkreisen k und i 
nach 332 Bd. I, indem man die Schatten der Gewôlbmantellinien auf 
die bez. Frontebene sucht und die zu ihnen parallelen Tangenten 
an li und i zieht. Dièse sind hier mit dem AufriB l" bzw. Seitenrifi 
V" eines Lichtstrahles identisch. Nun ist T^Jj die Fluchtlinie der 
Lichtebenen durch die Mantellinien der einen Wôlbflache und die 
Vertikale durch Y^ die Fluchtlinie der zugehôrigen Frontebene 
(Seitenrifi); der Schnittpunkt LJ" beider ist der Fluchtpunkt der 
Schlagschatten(|| V") jener Mantellinien. Also berûhrt die ans ihm an 
das Bild i gelegte Tangente dièses im Punkte ^ der Lichtgrenze. 
Âhnlich findet man P auf A mittels des Schnittpunktes ii^^ " von Y^L 
mit der Vertikalen durch X^ . Die Konstruktion wird genauer, wenn 
man den um z umgelegten Kreisz"" = K' und das um Y^LJ" (bzw. 
X^I^") umgelegte Auge 0^ (bzw. 0^) auf h benutzt; eine zu 
LJ"Oa parallèle Tangente berûhrt %'" in H'" und Ji"'0^ geht durch 
das Bild H. Analoges gilt fiir P. Der Schlagscbatten auf den 
Wôlbflâchen wird durch die Schatten der Fronthalbkreise h und i 
begrenzt, die in den Punkten P bzw. M beginnen und sich nach 
innen fortsetzen; ihre Tangenten in diesen Punkten lassen sich nach 
375 Bd. I als vierte harmonische Strahlen finden. Die fraglichen 
Randschatten sind Eliipsenbogen (334 uhd 361 Bd. I). Man findet 
beliebig ^viele Punkte derselben ans der Bemerkung, dafi eine Mantel- 

ItOHN u. Pappeeitz. II. 4. Allfl. 9 
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linie durch den Eandpunkt U ihren Schatten auf die Mantellini 
durch den Eandpunkt U^ wirft, wenn U'' L\" \\ ZJ' 0'^ i8t{U"0^ un 
U"0'^ sclineiden h in U und C^J. Der Schnittpunkt des Lichi 
straUes UL mit dem Bilde U^ T^ der zweiten Mantellinie stellt eine 
Punkt U* des Eandschattens dar, usw. Ein Teil F7P' des Fron1 
halbkreises k wirft Schatten anf den Schaft des rûckwârts liegende 
Pfeilers. Am Objekt selbst sind die Bogen T'W und F* If^ kongruen 
da ihre Ebenen parallel stehen; im Bilde sind sie perspektiv (Zen 
trum L, Achse die Vertikale durch XJ. fF ist ein Endpunkt von / 
in ir und /T* sind die Tangenten vertikal, wâhrend die Tangente 
in r und F* sich auf der Vertikalen durch X^ schneiden. Um de 
Punkt F zu finden, zieht man durch den FuBpunkt der Kante, di 
F* trâgt; den GrundriB eines Lichtstrahles und schneidet ihn mi 
dem GrundriB des Halbkreises k in F] senkrecht ûber F' befinde 
sich r auf II. Von dem leicht bestimmbaren Grundschatten de 
Objektes ist nur wenig sichtbar; zu seiner Begrenzung gehôrt ei 
in F^ beginnender Ellipsenbogen als Schatten eines Teiles de 
Eandlinie k. 

108. Schrâge Ansicht einer Nische (Fig. 92), An yei 
tikaler Wand (Bodenkante w) ist eine Nische angebracht, dere 
Basis eine wenig vorspringende rechteckige Platte bildet. Di 
Nischenflache hesteht ans zwei ïeilen: einem geraden Zylinder libe 
dem Grundhalbkreis f, der in dem Halbkreis c (Zentrum 0) ende 
und einer anschheBenden Yiertelkugel mit dem Halbfrontkreis 
(Zentrum C, CE vertikaler Halbmesser). Die Nischenfront tritt ei 
Stûck ans der Wandflâche hervor; sie wird yen zwei Halbsaule 
(Pilastern) eingerahmt, die durch einen Architraven mit aufgesetzter 
Giebel yerbunden sind. An den Kapitâlen der Halbsâulen komme 
Zylinderflâchen vor, als deren Protilschnitt ein Yiertelkreis ang( 
nommen wurde. Das Profil des Gesimses am Giebel ist geradlini 
gewâhlt. Die Kanten des schrâg aufeteigenden Gesimses (wie 
und î) treffen die entsprechenden horizontalen Kanten in den beide 
Diagonalebenen. — Die Bildebene ist durch die vorderste Kante 
der Basisplatte (unterste Frontkante MN) gelegt, der AufriB paralli 
zur Front gewâhlt und um 2: in IT umgelegt gezeichnet. Die Syn 
bole X, y, X^, Y^, m, n, M^, ÎV^ haben dieselbe Bedeutung wi 
im Torigen Beispiel; durch J^, K^ sind die Fluchtpunkte de 
Giebelkanten i = US, k = ST bezeichnet Das umgelegte Auge C 
konnte in der Figur nicht angegeben werden, sondern nur der reduzieri 
Punkt Oq^'^JOJ = ^ÂOy, mehrere der vorgenannten Fluchtpunkt 
sind ebenfalls unzugânglich. Statt der Fluchtpunkte der den Diagona 
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sclmitten angehôrigen schrâgen Kanten des Gresiinses wurde der 
Pimkt Q der Vertikalachse G' G benutzt, in dem sie sich treffen. 

"Wir iibergehen die Abbildung der geradlinigen Kanten des 
Objektes mit dem Hinweis auf das Vorausgegangene. Von den 
kleinen Ellipsenstiicken, die in der Abbildung der Kapitâle auf- 
treten, bestimmt man leicht die Endpunkte mit den zugeborigen 
Tangenten; eine dieser Tangenten bat jedesmal die vertikale Eicb- 
tung, die andere lâuft entweder dnrcb X^ oder durcli M^ oder 
durcb N^. Zur Verzeiclinung der betreffenden Knrve genûgt dann die 
Angabe eines Zwiscbenpunktes oder besser einer Tangente. Ebenso 
einfach gestaltet sich die Konstruktion der Scbatten, welche die Halb- 
saulen, der Arcbitrav und der Giebelauf dieFrontflâcbie der Niscbe, aiif 
den Boden und die Wandfiâche werfen. Um die Sclilagsch.attengrenzen 
(die ohnehin in der Figur wegen ibrer Kleinbeit nicht sehr deutlicb er- 
kennbar werden) nicbt komplizierter zu macben, als unumgânglicb 
ist, wurde die unendlicbe ferne Licbtquelle Jv in einer Diagonalebene 
des Objektes angenommen, so dafî L' mit M^ identisch ist. Von 
den geradlinigen Scbattengrenzen wurden aile Fluchtpunkte nach 104 
bestimmt. So wirft z.B. eine zu i parallèle Kante am Giebel eineu 
kurzen Scbatten auf eine geneigte Flâcbe (HA) des scbrâg ansteigenden 
Gesimses; sein Pluchtpunkt ergibt sicb als J^L X K^N^. 

Den Hauptbestandteil unserer Aufgabe bildet die Dai-stellung 
der Niscbenflâcbe mit den an ibr auftretenden Scbatten. 
Man bestimmt zuerst nach 101 das Bild des Basishalbkreises /" und 
seine vertikale Tangente, die den scheinbaren UmriB des zylin- 
drischen Teiles der Niscbenflâche bildet; bierauf zeicbnet man wie 
vorlier die Perspektive des Frontbalbkreises e. Der wahre Um- 
riB des Halbzylinders ist eine auf dem Halbkreise c endigende 
Mantellinie. In ibrem Endpunkte beginnt der wabre UmriB u der 
kugelfôrmigen Wôlbflâcbe und endigt auf dem Fronthalbkreise e\ 
u ist ein Stiick des Kreises, in dem die Kugel von der Polarebene 
des Auges gescbnitten wird. Seine Tangente im Anfangspunkte 
ist von der Mantellinie des Zylinders verscbieden, aber die Ver- 
bindungsebene beider gebt durch das Auge, und folglich berûhren 
sich die scheinbaren Umrisse beider Flâchenteile. Der schein- 
bare UmriB der Wôlbflâcbe ist ein Ellipsenbogen, den man nach 
85 unter Benutzung von Kriimmurigskreisen konstruiert; in seinem 
Endpunkte berûhrt er das Bild von e. Da die Wôlbflâche langs e von 
einem Zylinder berûhrt wird, dessen Mantellinien zu ?/ parallel sind, 
so berûhren sich die Bilder von u und e in einem Punkte, dessen 
Tangente durch 7^ gebt; hieraus laBt sich derselbe leicht zeichnen. 



Angeivandie PerspeUive. 133 



Die Lichtgrenze auf dem Halbzyiinder ist wiederum eine 
Mantellinie ; sie beginnt m dem Punkte U des Halbkreises f, dessen 
Tangente deii G-rundriB eines LicMstrahles bildet, iind endet im 
entsi)reclieiiden Punkte des Halbkreises c. Ebendaselbst beginnt 
die Lichtgrenze v der Wôlbflâche und endet auf dem Fronthalb- 
kreise e in F; v ist ein Hauptkreisbogen, dessen Ebene senkrecht 
zu den LichtstraUen steht; er wird nacb. 330 Bd.I zuerst im Grund- 
und Aufrifi bestimmt und dann in die Perspektive iibertragen. In 
dem Endpunkte Yon v ist die Tangente von e parallel zu l", ihr 
Bild geht durcb. I/J\ 

Der in das Innere der Nische fallende Schlagschatten ûber- 
deckt die Lichtgrenze v. Die Schlagschattengrenze besteht au.s drei 
Teilen. Der erste liegt auf der Mantellinie des Halbzylinders/ die 
von seinem linken Eande Scbatten empfàngt und endigt auf dem 
Lichtstrahl durch. den linken Endpunkt des Halbkreises c. Der 
[ zweite ist ein Stiick der Eaumkurve, in welclier der scMefe Licht- 

I zylinder durcb. e die zylindrische "Wand der Nische trifft; er geht 

tangential ans dem ersten Teile hervor und ebenso in den dritten 
I liber, der auf der Wôlbflâche liegt. Man findet einzelne Punkte 

{ des mittleren Telles, wenn man die Lichtebene durch eine Mantel- 

linie des Nischenzylinders mit der Erontebene schneidet und hier- 
I durch jedesmal einen Punkt von e bestimmt, dessen Scbatten auf 

jene Mantellinie fâllt und zu der Kurve gehort. Der letzte Teil 
I ist wieder ein Kreisbogen; er endigt auf e in dem nâmlichen Punkt F 

I wie die Lichtgrenze u. In der Tat ist dies ein Teil der Durch- 

I dringuugskurve des Lichtzylinders durch e mit der Kugel, die bereits 

I den Kreis e und fblglich noch einen zweiten Kreis (Wechselschnitt) 

I gemein haben (239 Bd. I). Es ist der zum Eandkreise e in bezug 

l auf die Lichtgrenze ît symmetrische Hauptkreis der Kugel, seine 

i Bestimmung bietet daher keine Schwierigkeit mehr dar. Beziiglich 

1 der Endtangente (in F) beachte man den Satz (375 Bd. I), wonach 

die Tangenten von e und e* zu der von v und dem Lichtstrahle 
harmonisch liegen mùssen. In der Eigur wurde die Bestimmung 
I der Schlagschattengrenze zuerst in Grund- und AufriÔ vorgenommen 

I und hieraus die Perspektive abgeleitet (vgl. 93e). 

f 109. Perspektive eines runden Sâulenstumpfes (Fig. 93), 

i Die Saule steht auf einer quadratischen Plinthe; ihre Basis besteht 

I aus einem Wulst und, einer zylindrischen Platte, an die sich eine 

j in den zylindrischen Schaft libergehende Hohlkehle anschlieBt. Wir 

I hehandeln dièses Objekt als ein Beispiel zur perspektiven Darstellung 

I der Rotationsflâchen. Der Meridian der Sâulenflâche ist im AufriB 
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gezeiclinet; er besteht aus einem Halbkreis, dessen Enddurchmesseï 
der Aclise parallel liegt, und dessen Jhohle Seite der Achse ziigekehri 
ist, weiter aus einem Stlick des Terlângerten Durchmessers imd einem 




;»M 



Kg. 93. 

Viertelkreis mit der hohlen Seite nach auBen, dessen Zentrum wieder 
auf der Verlângerung jenes Durchmessers liegt; endlich gehôrt dazu 
eine Mantellinie des Schaftzylinders. Die Anfangs- bzw. Endpunkte 
der pnannten Teile des Meridians liegen auf den Parallelkreiçenp/ 
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^, r, s; die Ebenen des ersten und letzten Parallelkreises begrenzen 
den Rotationskôrper, 

Zur Konstrulîtion der Perspektive sind angegeben; der Haupt- 
punkt A imd ein Distanzpunkt D auf dem Horizont h, die Grund- 
linie (/, sowie Grand- und AufriB 0', 0" des Auges. Die .ï-Achse 
ist senkrecht zum GrundriB V des Lichtstrables / (Parallelbeleucli- 
tung) gelegt, um die Schattenkonstruktion in Grund- und AufriB 
bequemer und genauer ausfûhren zu kÔDnen [0'0,^X.x, OJ' wxî g, 
0^0" J_lh 0" auf A). Das umgelegte Auge 0^ ist unzugânglich. 
Jj^ Il sind die Flucbtpunkte der Lichtstrahlen und ihrer Grundrisse. 

Um das perspektive Bild der Saule zu entwerfen, bilden wir 
zuerst die Plinthe und die vertikale Achse der Saule ab. Das Bild 
der letzteren trifft h in B. Oa ist das um B auf den Horizont 
niedergelegte Auge 0. Hierauf projizieren wir den parallel zur 
Bildebene TT liegenden Hauptmeridian ; sein Bild zeigt ilin in einer 
ahnlichen Verkleinerung, die wir kurz den Bildmeridian nennen 
woUen; er ist in die Figur eingetragen. Die Parallelkreise p, g, r, s 
sind nacli demVerfahren in 101 dargestellt; ebenso die scbeinbaren 
Umrisse der zylindrischen Telle. Der scheinbare UmriB des Eotations- 
kôrpers ist identisch mit dem eines âbnlich. verkleinerten Kôrpers, 
dessen Achse in der Bildebene liegt und dessen Meridian der Bild- 
meridian ist. Zur Darstellung des scheinbaren Umrisses kann man 
daher das Kegelverfahren anwenden, wie dies in 87 nâher dargelegt ist. 

Die Bestimmung der LicMgrenzlinien, sowie der Schlagscbatten 
auf die Grundebene und auf das Objekt selbst, ist zuerst im Grund- 
und AufriB ausgefiihrt und sodann nacb. dem in 93 unter g) an- 
gegebenen Verfahren in die Perspektive ubertragen. Es kommt hier- 
bei namentlich auf die Wulst- und Kehlflâche der Sâulenbasis an, 
und dièse sind Telle einer und derselben Kreisringflâclie, nur gegen- 
einander in der Eichtung der Achse verschoben. Die Konstruktion 
der Schatten auf der Ringflâche ergibt sich aus 387 Bd. I; sie be- 
nutzt eine dem Ringe einbeschriebene Hilfskugel, die ihn entlang 
eines Meridianes berûhrt. Die Lichtgrenze dieser Hilfskugel ist in 
einem besonderen Grund- und AufriB bestimmt, wobei die AufriB- 
ebene zum Lichtstrahl parallel vorausgesetzt wurde. Die Lichtgrenz- 
punkte sind dann in die einzelnen Meridiane der Eingflâcheu uber- 
tragen. In der Figur bedeuten t die Lichtgrenze auf der Kehlfiâche 
und ihre geradlinige Fortsetzung auf dem Schaftzylinder, u die Licht- 
grenze auf dem Basiszylinder und v die auf der Wulstflâche. Die 
Schlagschatten auf die Grundebene sind durch den unteren Index ^, 
die auf das Objekt fallenden durch den oberen Index * bezeichnet. 
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Zentralkollineation râumiicher Figuren (Reliefperspektive). 

110. Zwei Raumfiguren sollen einander Punkt fur Punkt i 
folgender Weise eiitspreclien: 

a) Die Verbindungslinien entsprechender Punkte . 

und Pj gehen durch ein festes Zentrum 0. 
^) Drei Punkten in gerader Linie entsprechen dre 
Punkte in gerader Linie und folglich vier Punktei 
in einer Ebene vier Punkte einer Ebene. 
y) Jeder Punkt einer festen EbeneTT, der Kollineations 
ebene, entspricht sich selbst. 
Hieraus folgt sofort: 

8) Entsprechende Strahlen bzw. Ebenen sciinéidei 
sich auf der Ebene TT; jeder Strahl und jede Ebeni 
durch ent'spriclit sich selbst; das gleiche gilt mit 
hin vom Zentrum 0. 
Durch dièse Eigenschaften ist die Beziehung zwischen den beidei 
Eaumfîguren, die wir als Original und Bild unterscheiden, yoII 
stândig bestimmt, sobald hinreichende Bestimmungsstucke angegebei 
werden, um zu jedem Punkte des Originals den entsprechender 
Punkt des Bildes finden zu kônnen. Wir nënnen dièse geometrische 
Verwandtschafteine Zentralkollineation oderPerspektive râum- 
iicher Figuren^). Von ihr gilt der Satz: 

111. Die raumliche Zentralkollineation ist bestimmt 
durch Angabe des Zentrums 0, der Kollineationsebene TT 
und zweier sich entsprechender Punkte P und JP^, die auf 
einem Strahle durch liegen mûssen. Denn zu jedem weiteren 
Punkte Q des Originals findet man hiiernach den Bildpunkt. Der 
Strahl FQ = i schneide nâmlich TT in /, so ist \ = JJ\ sein Bild, 
er liegt in der Ebene /(9 und bestimmt mit dem Strahle OQ den Bild- 
punkt Qj. Den unendlich fernen Punkten der Geraden i bzw. i^ 
entsprechen die Gegenpunkte J^ auf i^ und /^ auf i\ /^ heiBt 
der Fluchtpunkt, /, der Verschwindungspunkt [OJ^^J/, 
O'I^-^J^J). Der unendlich fernen Ebene im Original- bzw. Bild- 
raume entspricht je eine zu TT parallèle G-egenebene, nâmlich die 
Pluchtebene TT,^ und die Verschwindungsebene TT„. Erstere 
trâgt die Fluchtpunkte, letztere die Verschwindungspunkte aller 
Geraden des Eaumes. Hieraus folgt die Beziehung: 

Betrachtet man die einander entspreçhenden Figuren in irgend einer 



Ângewandte Perspekiive. 137 

durch gelegten Ebene A, so zeigt sich, dafi sie perspektiv liegen, 
und zwar ist das Zentrum, c? = A X TT die Achse der PerspektiTe, 
wakrend ^^ = A X TT^ und ^^ = A X TT„ die Gregenaohsen bilden 
(vgl. 166flg. Bd. I). 

Wir bezeichnen im folgenden den Piinkt als das Auge, die 
von ausgehenden Verbindungslinien entsprechender Punkte als 
Sehstralilen und die sich. selbst entsprechende Bbene als Spur- 
ebene TT. 

112. Man kann die Zentralkollineation benutzen, um den yom 
Auge aus hinter der Spurebene TT liegenden und sich. ins Unendr 
liche ausdehnenden Kaum mit den darin entbaltenen Figuren in 
dem Eaume abzubilden, der zwisclien TT und der Flucbtebene TT^, 
liegt. Dièse Art der Abbildung von Eaumfiguren durch andere 
Raumfiguren nennt man Eeliefperspektive. Mit den Eeliefs der 
bildenden Kunst bat sie nur wenig zu tun. Denn der Kiinstler 
bebandelt das Eelief wie eine durch Erhabenheiten des Materials 
hervorzubringende Zeichnung. Dies ist die urspriingliche Form der 
Darstellung, das Flachrelief. Beim Hochrelief lôsen sich einzelne 
Figuren vom ïïintergrunde ab; sie werden aber dann ^jrund", d. h. 
in ihrer wirklichen Gestalt gebildet. Man erkennt also, dafî hier 
kein einheitliches Darstellungsprinzip augewandt wird, wie dies bei 
der malerischen Perspektive durchfûhrbar ist, sondern die Ver- 
mittelung zwischen den verschiedenartigen Darstellungen der Figuren 
im Vordergrund und Hintergrund bleibt dem subjektiyen Ermessen 
des Kûnstlers liberlassen. Bedeutende Kiinstler haben yersucht, die 
Gesetze der Eeliefperspektive in die plastische Darstellung einzu- 
fûhren. Aber im strengen Sinne konnte dies nicht gèschehen; denn 
aus praktischen, "wie aus âsthetischen Grunden mlissen bei den nach 
dem Hiûtergrunde (der Fluchtebene) zu immer mehr sich ver- 
flachenden Figuren die Zwischenrâume wegfallen. Hiervon abge- 
sehen, vertrâgt die Eeliefperspektive keine Verânderung des Gesichts- 
punktes, ohne das Bild verzerrt erscheinen zu lassen. Trotz alledem 
kann aber die Kenntnis ihrer Eegelu dem bildenden Kiinstler niitzlich 
sein. Sie kommen auch in Verbindung mit den Eegeln der male- 
rischen Perspektive in der sog. Theaterperspektive zu Anwendung. 

113. Gegeben sei das Auge 0, die Spurebene TT, sowie die 
Fluchtebene IT^^, die jedem unendlich iernen Punkte den Durch- 
stoBpunkt eines Sehstrahles zuordnet; dann ist die KoUineation 
bestimmt. Wir stellen TT vertikal; die Horizontalebene H durch. 
schneide TT in A und TT^ in h^ (Fig. 94); h^ heiBt der Horizont. 
Die Grundebene r, auf der sich. die Objekte befinden, liegt 
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parallel zu H und schneidet TT in der Grundiinie <7. Diircli 
Auge ziehen wir die Normale zu TT, sie trifft die Ebenen 
TT , TT bez. in Â, Â , Â. 4, heifit der Hauptpunkt, OA 
Distanz und .'iJ„ die Tiefe des Eeliefs. Der in TT_, mit c 
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Eadius = OÂ um A beschriebene Distanzkreis trifft h^ in ,d( 
Distanzpunkten i5„ und E^. 

114. Die Abbildung einer Geraden i erfolgt nun so, d? 
man zuerst ihren Spurpunkt / in TT und ihren Muchtpunkt -7]^ i 
TT^ aufsucht; die Eeliefgerade ?j verbindet J mit J^. Paralla 
Grerade baben einerlei Flucbtpunkt, nacb dem ibre Bilder koi 
Yergieren; Parallèle zu TT, insbesondere die Vertikalen, babe 
parallèle Bilder. 

Um einen PunktPabzubilden, legt man durcb ihn eine Gerade 
und scbneidet ibr Bild 7^ mit dem Sebstrable OP in Pj. 

Die Abbildung .einer Ebene E ergibt sicb als Verbindungs 
ebene E^ ibrer Spurlinie e = E X TT und ibrer Flucbtlinie e^, di 
in TT^ ais Spur der Parallelebene durcb das Auge erbalten wirâ 
Speziell verbindet das Eelief r^ der Bodenflache V die Grundlinie / 
mit dem Horizonte h . 

00 

115. Das Objekt sei durcb seinen Grund- und AufriB de- 
finiert. Als GrundriBebene benutzen wir r, als Aufrifîebene U 
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Zur Konstruktion des râumlichen Abbildes oder Reliefs dienen 
folgende Sâtze. 

a) Die in der Ebene Tï aus dem Augpunkte yi„ ent- 
worfene Perspektive des Objektes ist mit dem Aufriô 
seines Eeliefs identiscb. In der Tat: eine beliebige Gerade i, 
ihre Eeliefgerade z\ und deren Anfrifi ?/' baben den Spurpunkt / 
gemein und sind ..paarweise perspektiv anfeinander bezogen, nam- 
licb i nnd i^ aus dem Zentrum 0, i^ und z/' aus dem unendlich 
fernen Punkte von OA^ und folglicb i und z"/' aus einem auf 6»J^ 
gelegenen Zentrum (lG2Bd. I). Letzteres ist derPunktJ'^, weil der 
Aufrifî /^" des Flucbtpunktes J^ dem unendlicb fernen Punkte 
von i entspricht und A^'I^ \\ O/^Wi ist. 

l3) Der G-rundriB des Eeliefs gebt aus dem des Gregen- 
standes durcb eine Zentralprojektion in der Grundebene f 
hervor; ibr Zentrum ist der Grundrifî 0' des Auges, ihre 
Acbse ist die Grundlinie g und ibre Fluchtlinie P X TT^. 
Der GrundriB des Objektes liegt zu seinem Relief perspektiv aus 
dem Zentrum (9; andererseits ist der GrundriB des Eeliefs die senk- 
recbte Projektion vom Eelief des Grun drisses, weil Yertikalen Yer- 
tikale entsprecben. Hieraus folgt nacb 162 Bd. I die Bebauptung. 

/) Legt man das Eelief des Grun drisses um die Grundlinie f/ 
in die Spurebene TT um, so bleibt es zum GrundriB des Objektes 
perspektiv; das neue Zentrum ist die Umlegung 0^ von in die Ver- 
scbwindungsebene TT^ um die Linie T X TT„ (163 Bd.I). Es folgt also: 
Die in der Ebene TT aus dem Augpunkte 0^ entvforfene Per- 
spektive des Grundrisses ist mit seinem Eelief kongruent. 

Als Beispiel fiir die Eeliefperspektive ist ein Obelisk auf qua- 
dratiscbem Sockel bebandelt. Beide, das Objekt und sein Eelief, 
sind in Figur 95 in scbiefer Projektion dargestellt. Es erscbeiht 
nicbt nôtig, nâber auf die Konstruktion einzugeben. 

116. Die ZentralkoUineation des Eaumes umfaBt als 
Spezialfâlle: 

u) die perspektive Affinitât râumlicber Figuren, wenn 
das Zentrum ein unendlicb ferner Punkt ist; 

/9) die perspektive Âbnlicbkeit, wenn die Kollineations- 
ebene TT die unendlicb ferne Ebene ist; 

/) die Kongruenz, wenn und TT beide unendlich fern liegen. 

Die ZentralkoUineation kann dazu dienen, aus den Eigen- 
scbaften einer einfach definierbaren Flâche oder Kurve die aller 
ibrer kollinearverwandten Flâcben und Kurven abzuleiten. In âhn- 
licher Weise, wie man aile Kegelscbnitte als Zentralprojektionen 
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eiiies Kreises erklàren und nntersuchen kann, wûrde mau z. B. 
Oberflâchen zweiten Grades ■ ableiten kônnen, und zwar 
Niclitregemâcliea 2. Grades aus der Kugel, die Begelflâchen aus 
Eotationshyperboloid, die Kegel- und Zylinderflâclien 2. Grades 
aus demRotationskegel. Je naclidem eineKugel die Verscliwîndi 
ebene TT^ nicht schneidet, berûhrt oder schneidet, geht sie d 
Zentralkollineation uber in ein EUipsoid, ein elliptiscbes Pj 
boloid oder in ein zweischaliges Hyperboloid. Ein 




Fig. 95. 



schaliges Eotationsbyperboloid ergibt im allgemeinen als Bild e 
einscbaliges Hyperboloid; nur wenn der Schnitt der Origins 
flâcîie mit der Verscb.windui3gsebene TT„ in ein Linienpaar zerfâl. 
also TT^ zur Tangentialebene wird, ist das Bild ein liyperbolisch( 
Paraboloid. Ein Rotation skegel ergibt als Bild im allgemeine 
einen elliptischen oder schiefen Kreiskegel; liegt aber seii 
Spitze in der Verscliwindungsebene, so wird die kollinear-verwandl 
Plâclie ein elliptischer, parabolischer oder hyperbolische 
Zylinder, je naclidem die Verscliwindungsebene keine, eine ode 
zwei Mantellinien des Originalkegels entbâlt. 



